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PRÉFACE 


A  la  demande  de  plusieurs  lecteurs  des  Éléments  de  Mathé- 
matiques supérieures  y  j'ai  rédigé  les  solutions  des  exercices 
proposés  à  la  fin  de  cet  ouvrage.  Ces  exercices  ne  sont  pas 
inédits  pour  la  plupart,  mais  ils  sont  coordonnés  aux  théories 
développées  dans  les  Éléments  et  constituent  des  applications 
immédiates  de  ces  théories.  Les  solutions  rédigées  seront,  je 
l'espère,  utiles  aux  élèves  qui  débutent  dans  l'étude  de  l'Ana- 

'  lyse  et  de  la  Géométrie  analytique  et  leur  permettront  d'aborder 
plus  facilement  les  questions  plus  élevées  de  Mathématiques 

jet  de  Physique. 

j^.  Les  numéros  indiqués  comme  renvois  dans  les  Solutions  sont 
^  ceux  des  Éléments  de  Mathématiques  supérieures. 

Nancy,  septembre  1943. 

H.  YOGT. 
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SOLUTIONS  DES  EXERCICES 


I.  —  EXERCICES  SUR  LES  COMPLÉMENTS  D'ALGÈBRE 


1,  —  Résoudre  le  système  d'équations 

(m-\- i)x-hy  =  m, 
3x-h(m  —  i)y  =  2; 

examiner  les  différents  cas  qui  se  présentent  suivant  les  valeurs  de  m. 

En  tirant  x  de  la  deuxième  équation  et  portant  dans  la  première, 
on  a  le  système  équivalent 

^_2-(m-l).v 


(^•2  _  _  2)  =  0. 

^       —  4  n'est  pas  nul,  on  a  une  seule  solution  y  =  - 


3m-+-1 


si  m  =  2,  y  est  indéterminé  et  x 


3(m-h2) 

si  m  —  —  2,  le  système  est  impossible. 


y- 


;  enfin 


Calculer  le  déterminant 


abc 
h  c  a 
c    a  h 


égal  au  déterminant 


a  -f-  6  -f-  c  h  c 
a-\-h  -\-c  c  a 
a-hb-{-c    a  h 


montrer  qu'il  est 


et  en  déduire  que 


a^  -hb^  -hc^  —  3abc  est  divisible  par  a~{~b-\-c. 

VOGT.  —  Solut. 
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La  règle  du  n°  4  donne 
abc 
b    c  a 
c    a  b 


3abc  —     —  b^  —  c^. 


Le  théorème  YI  du  n°  9  montre  qu'on  peut  ajouter  aux  éléments 
de  la  première  colonne  ceux  des  deux  autres  ;  le  théorème  IV  du  même 
n°  montre  que  le  déterminant  ainsi  transformé  est  divisible  par 


c  et  a  pour  valeur 

b-h  c    b  c 


c  a 
a  b 


=  (a  +  6  -F  c) 
(a-h  b-hc)  (bc 


1  b 
1  c 
1  a 

-  ca 


^ab  —  a^^  —  b^-  —  c^)  ; 


on  a  donc 


6^  +    —  3  abc  =  (a  -h  6  -h  c)  (a-  -h  b-  -f-  c-  —  bc  —  ca  —  a6). 


3.  —  Calculer  le  déterminant 


a-  a 
b'  b 


montrer  a 


priori  qu'il  est  nul  si  deux  des  quantités  a,  b,  c  sont  égales,  et 
en  conclure  qu'il  est  égal  au  produit  des  différences  de  ces  quantités 
deux  à  deux. 

Le  déterminant  est  égal  à 

D  =  a'-b  -h  b'~c  +  c'-a  —  a'^c  —  b-a  —  cK\ 
et  l'on  vérifie  qu'il  est  égal  au  produit 

P  =  (a  — />)(«  — c)(^-c). 

A  priori,  lorsque  l'on  fait  a  —  b,  le  déterminant  est  nul  d'après 
le  théorème  III  du  n*'  9  ;  il  est  donc  divisible  par  a  —  b,  de  même  par 
a  —  c  et  par  b  —  c,  donc  par  P,  et  D  ne  diiïère  de  P  que  par  un 
facteur  numérique.  En  comparant  les  coefficients  de  a-b  dans  D  et  P, 
on  voit  que  ce  facteur  est  égal  à  l'unité,  et  1)  =  P. 
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4.  —  Sachant  qu  entre  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle 
existent  les  relations 

a  =  6  cos  C -h  c  cos  B,    6  =  c  cos  A -h  a  cos  C,    c  =  a  cos  B -f- 6  cos  A, 

en  déduire,  par  l'élimination  de  a,  c,  la  relation  qui  existe  entre 
les  cosinus  des  trois  angles  A,  B,  C. 

Les  trois  relations,  écrites  sous  la  forme 

—  a  -h  6  cos  C  -i-  c  cos  B  =  0,     a  cos  C  —  6  +  c  cos  A  =  0, 
a  cos  B  +  6  cos  A  —  c  =  0, 

et  considérées  comme  trois  équations  à  trois  inconnues  a,  b  et  c,  ont 
au  moins  une  solution  où  les  inconnues  ne  sont  pas  nulles;  d'après  le 
théorème  du  n°  12,  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  dans 
les  équations  doit  être  nul,  ce  qui  donne 

—  1      cos  G     cos  B 

cos  C      —  1      cos  A  =^  0, 

cos  B     cos  A      —  1 

et,  en  développant,  on  obtient  Téquation 

cos^  A  +  cos^  B  -}-  cos^  C  H-  2  cos  A  cos  B  cos  C  —  1  =0. 

Inversement,  si  les  cosinus  de  trois  angles  sont  liés  par  Téquation 
précédente,  le  premier  membre  considéré  comme  un  trinôme  en  cos  A 
a  pour  racines 


—  cos  B  cos  C  dz   cos^  B  cos^  C  —  cos^  B  —  cos-  C  -H  l 

=  —  cos  B  cos  C  zh  sin  B  sin  C  =  —  cos  (B  zh  C)  ; 

par  suite  l'équation  se  met  sous  la  forme 

[cos  A -f- cos  (B  + G)]  [cos  A -I- cos  (B  —  G)] 


=  4  cos 


B 


G  B 

—  cos  — 


A  A 

—  cos  — 


G  — B  A 

—  cos  — 


=  0; 


elle  est  satisfaite  par  les  systèmes  de  nombres  A,  B,  G  tels  que  Tune 
des  quatre  quantités  A-hB-+-G,  B-f-G  — A,  A-f-G  — B,  A  +  B  — G 
soit  égale  à  (2A;-f-  l)u,  k  étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif, 
nul  ou  négatif  ;  comme  cas  particulier,  on  trouve  A  -h  B  -f-  C  =  ir. 
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0 

a 

h 

c 

—  a 

0 

d 

e 

—  h 

—  d 

0 

f 

—  c 

—  e 

-f 

0 

Calculer  le  déterminant 


et  vérifier  qu'il  est  carré  parfait. 

D'après  le  procédé  indiqué  au  n°  8,  le  déterminaut  est  égal  à  la 
somme 


a 

h 

c 

a 

b 

c 

a 

h 

c 

a 

—  d 

0 

f 

—  h 

0 

d 

e 

+  c 

0 

d 

e  » 

—  e  - 

-f 

0 

—  e 

-f 

0 

—  d 

0 

f 

et,  en  développant  chacun  des  déterminants  du  3^  degré,  on  trouve 
aY'  +       +  c2f/2     2acdf—  2abef—  2bced  =  (af-h  cd  —  be)\ 

Le  déterminant  est  appelé  symétrique  gauche;  plus  généralement,  tout 
déterminant  de  cette  forme  est  nul  s'il  est  de  degré  impair,  et  carré 
parfait  s'il  est  de  degré  pair. 


6.  —  Résoudre  le  système  d'équations 

qz-\-ry  =  a,        rx-{-pz  =  b,       py qx  =  c 
Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 
0    r  q 
r    0  p 
q   p  0 

l'application  de  la  règle  du  n"  10  donne 

_  —  ap  -h  bq  -4-  cr   ap  —  bq  -t-  cr 


=  2pqr; 


y 


ipr 


 ap  -t-  bq  —  cr 


7,  —  Résoudre  le  système  d'équations 

qz  —  ry  =  a,       rx  —  pz  =  b,      py—qx  =  c; 
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suivant  que  ap-hbq-hcr  est  différent  de  zéro  ou  égal  à  zéro,  le 
système  est  impossible  ou  indéterminé. 

Le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 


0 

—  r 

(/ 

/• 

0 

—P 

=  0; 

—  V 

P 

0 

les  trois  nombres  p,  q,  r  n'étant  pas  supposés  nuls  à  la  fois,  et  r 
étant  par  exemple  différent  de  0,  le  déterminant  caractéristique  relatif 
0     — r. 

a  pour  valeur 


au  mineur  non  nul 


0 


0 

—  /• 

a 

r 

0 

h 

=  r  (ap  ^  bq  -\-  cr) 

—  y 

P 

c 

et  il  est  nul  en  même  temps  que  ap  -\~  bq  -h  cr  ;  si  cette  quantité  n'est 
pas  nulle,  le  système  est  impossible;  si  elle  est  nulle,  le  système  est 
indéterminé  et  z  peut  être  choisi  arbitrairement. 


8.  —  Calculer  les  développements  de  (x-hay,  (a;-f-a)^,  et  ceux 
de  (x-hy-{-zy,  (x-hy-hzy. 

(x^ay  =  a:"'  -h  5ax* -h  iOa^x^  -h  iOa^x-  -h  ^6a''x-ha^. 
(x  H-  ay  =  ar«  -h  Ç^ax'  H-  loa^^^  +  20a^x^  -h  l^a^x'-  4-  ^a'^x  -+-  a\ 
(x -\- y -h  zy  =  x^ y- -hz^-h  2yz  -f-  2zx  +  2xy. 
(x -\- y  -\- zy  =  x^  -h  y  '^  -h  z^ -\-  ^x^y  -h  3x'z 

-\-  Zi/-x  -f-  3î/-z  H-  ^z-x  -i-  ?,z"y  -f-  ^xijz. 


9.  — I  Calculer  les  coefficients  successifs  du  développement  de 
{{-^x-\-x^-^  )2,  et  de  (l +2x--h3.r2-H  y. 

En  multipliant  1  -i- a*  4- +  •  •  •  par  lui-même,  le  terme  se 
présente  lorsqu'on  multiplie  un  terme  xp  du  multiplicande  par  le 
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terme  x^'-p  du  multiplicateur,  et  cela  pour  /?  =  0,  1,  2,  .  .  .  ,  donc 
71 4-1  fois  ;  le  coefficient  est  n-f-t,  d'où  le  développement 
1  4-  2a:  H-  3a:2  -h  .  .  .      (/î  +  {y  +  .  •  • 

En  multipliant  de  même  cette  expression  par  elle-même,  le  terme 
1  se  présente  en  multipliant  le  terme  (p-h  \  )  x^  du  multiplicande  par 
j  le  ternie  (a  —  p -h  i)x''-p  du  multiplicateur,  et  cela  pour  =  0,  1, 
•    2,  •  •  -  ,  m;  le  coefficient  est  donc 

1.(^4- l)  +  2.n.  + 3(^  —  1)  H  h(n-[-.l).l, 

qu'on  peut  écrire 

'    1(^1  +  2— l)  +  2(n  +  2  — 2)4-3(/i-f-2  — 3)h  

=  (n-f-2)[l+2H-3H  h  (/i+l)]  — [12  +  2^4  ^Çn^if]; 

,  ,  •      X     (Al+l)(n  -f-2)rrt-h3) 

on  trouve  amsi  pour  valeur  du  coefiicient    -^^  ~ — - —  ^, 

0 

d  où  le  développement 

1  +  4^  +  lOx^  +  20a:' +  . . .  +  ^^^^tl)0i+21(!L+3) ^„ ^.  . . . 

D 

On  peut  remarquer  que  les  développements  précédents  sont  ceux  de 

1  ,  1  . 

et 


(i—xy      '  (i^xf 

on  pourrait  les  établir  directement  par  division. 


10.  —  Calculer  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres,  * 
en  parlant  du  développement  de  (n  +  1)^  ;  vérifier  que  cette  somme 
est  égale  au  carré  de  lu  somme  des  n  premiers  nombres. 

En  opérant  comme  au  n°  18  et  utilisant  la  formule 
(/i  _|_  1)4  ^  ri*  4-       -I-  6ai2  +         1  ^ 

on  trouve 

(n  -f-  ly  =  4  (|  vp3^     6   v^2^  -^^(ip^-hn-hi 
et  on  en  déduit 
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11.  —  Calculer  la  somme  1 .2  +  2.3  -f-  3.4  -f-  •  •  •  H-  n  (/i  +  1). 

La  somme  peut  s'écrire 

1(1  +  1)  -i-  2(2  +  1)  +  3(3  +  1)  H  h  n(M  +  j  ) 

=.(12  + 2-2  H  h  «-)-+-(!  +  2  H  h/i) 

^n(n-i~i)(2n^-\)  ,  /?(/i  +  l)  _  n(/?  +  1)  (yi -f- 2) 
{)  2      ~"  3 


12. --E/recluer  le  produit  {^J^  ^6'c^^)(a  "^'c  ''). 

En  réduisant  les  exposants  de  a,  b,  c  au  même  dénominateur  12, 
on  obtient 

4  —  9  —  1    —3^-8-4-4    10-)-  3  — 9  _  6_    2.    L  —^"^L 

a        b  c 


13.  —  Rendre  rationnelles  les  équations 

±         J.         -I  X  J.  A 

a:  "  -h  î/  ^  H-  J3  "  =  0,         {ax)   -f-  (by)    =  c  ^  • 

En  écrivant  la  première  équation  sous  la  forme 
i.      j_  i. 

2,2  ■  -2 

X  -\-y  =  —  z 

et  élevant  au  carré,  on  a 

X  ^  y  -^2{xyy  =  z\ 

j_ 

en  isolant  (xy)'  dans  un  membre,  élevant  au  carré  et  ordonnant,  on 
obtient 

x'''-^y''-^z'^  —  2yz—  2zx  —  2xy  =  0. 

On  peut  remarquer  que  le  premier  membre  de  la  dernière  équation 
est  égal  à 

—  (x'  +  î/Vz'  )  {x~-{-y^  —  z^'  )  {x"^  —  y~~h-z''  )  {  —  x-^y'^z'  ), 
d'après  la  formule 

(a  +  6  -h  c)  (a  H-  6  —  c)  (a  —  6  -h  c)  (—  a  +  6  -I-  c) 

=  2a^b^  -h  2a^c^  +  2b^c^  —  a'  —  b'^  c', 
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dans  laquelle  on  ferait 

JL  i.  i. 

a=x~ ,       h  —  y',       c=  . 
En  élevant  au  cube  les  deux  membres  de  la  seconde  équation,  on  a 

a^x^  -f-  Z{axy  (by)  '  [(axf-^        J  : 

en  remplaçant  la  parenthèse  par  c"* ,  isolant  dans  un  membre  la  quan- 
tité irrationnelle  et  élevant  au  cube,  on  obtient  la  relation  rationnelle 

(a^x^  4-       —  c'y  =  21(ax)\byy-c\ 


14.  —  Calculer  la  limite  de   ^  quand  b  fend  vers  tj  • 

Pr-       Pi-r  ^ 

Y  a  —  Y  b 

on  posera        ■  a  =  a"*^  et  b  =  [i""''. 

L'expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

gP— TjP  _  (g  —     (gP-^   ^  j^p-i)  _ 

_  Çj^m  —        __  1^^)  ^^m-l  _^^m-2^_^  h  p'""*)  ' 

en  supprimant  le  facteur  commun  a  —  p  et  passant  à  la  limite  pour 

g  =  3,  on.obtient-^g/-'"  =  — a"*  ^. 

A7i  m 


15.  —  Déterminer  le  volume  d'une  pyramide  ;  on  partagera  sa 
hauteur  en  n  parties  égales  et  l'on  tracera  par  les  points  de  division 
des  plans  parallèles  à  la  base  ;  on  considérera  des  prismes  inscrits 
dans  la  pyramide,  ayant  pour  bases  supérieures  les  sections  succes- 
sives, et  pour  hauteur  la  distance  de  deux  plans  consécutifs puis  on 
déterminera  la  liniite  de  la  somme  des  volumes  de  ces  prismes  lorsque 
n  augmente  indéfiniment. 

Si  B  est  la  surface  de  la  base  et  II  la  hauteur,  les  prismes  suc- 
cessifs ont  pour  hauteur  — ;  les  surfaces  de  leurs  bases  sont  entre  elles 
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comme  les  carrés  des  distances  au  sommet,  et  ont  pour  valeur 
B(i)-.  B(l)', 

La  somme  des  volumes  est 

BH  pi -2  +  2^  H  h(n-\ y]  =  511  (n  -\)n(2n-]) . 

Bll 

en  passant  à  la  limite  pour  n  infini,  on  trouve  Y  — 


16.  —  Étudier  la  convergence  ou  la  divergence  des  séries  dont 
le  terme  général  est 


1  —  cos  — 
Z^n  n 


b-^-cn         1  -h  /i  « 

\ 

Pour  la  première  série,  le  rapport  de  u„  à  —  a  une  limite  finie  ;. 

la  série  est  divergente  (n°  33)  comme  la  série  harmonique. 

1 

Pour  la  deuxième,  le  rapport  de   u„  à  -—  a  une  limite  finie,  et  la 

71- 

séiie  est  convergente  (    °  30). 

2  TT 

Pour  la  troisième,  on  peut  écrire  u^  =  —  sin^  —  ;    le  rapport  de 
^  71"  2n 

à  a  une  limite  finie,  et  la  série  est  convergente  (n°  36)  si 

a-l-2>l    ou  a;> — 1;    elle  est  divergente  si  a^i. 


17.  —  On  appelle  série  hyper  géométrique  la  série 

a(«+l)(a  +  2)p(p-f-1)(g  +  2) 
t(t  +  1)(yH-2)1.2.3 


ï-1  t(y  +  1)1.2 


montrer  qu'elle  est  convergente  lorsque  x  est  inférieur  à  l'unité  en 
valeur  absolue. 
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Pour  la  série  des  valeurs  absolues  des  termes,  le  rapport 


(n°  34)  est  égal  à 


;   il  a  pour  limite  \x\ 


(y  -+-  n  —  \)n 

quand  n  augmente  indéfiniment  ;  la  série  est  donc  absolument  con- 
vergente quand  |a::|  est  pins  petit  que  1. 


18.  —  Démontrer  que  la  série  dont  le  terme  général  est  q'^'x" 
est  convergente  quel  que  soit  x  lorsque  q  est  inférieur  à  l'unité  en 
valeur  absolue. 

Pour  la  série  des  valeurs  absolues  des  termes,  l'expression  y/^ 
(n°  35)  est  elle  a  pour  limite  zéro  si  |g'|<l,  et  la  série  est 

<îonvergente;  si  |^|>1,  la  série  est  divergente. 


19.  —  Démontrer  que  les  séries 

\  \  1 

+-  -.r^  H  h 


1.2     2.22  3.23           '  n.2'' 

J_     11  1.3    1       1.3.5  1 

1.2"^  2  3.2^  2.4  5.2^     2.4.6  7.2' ~^ 

1111  11.        1  1 


1  — 


1  3      1.2  5      1.2.3  7      1.2.3,4  9 
5071^  convergentes  et  trouver  leur  somme  à  1  millième  près. 

Les  termes  des  deux  premières  séries  sont  respectivement  infé- 
rieurs à  ceux  de  progressions  géométriques  de  raison       et  ces 

séries  sont  donc  convergentes  ;  la  troisième  Test  aussi  comme  étant 
alternée  à  termes  décroissants  et  tendant  vers  zéro  (n°  39). 
Pour  le  calcul  de  la  première,  R„ 


(^1+1)2"*»     (n-h2)2''-2  (n  +  1) 

\ 

et  il  est  inférieur  à   t— -  ,  c'est-à-dire  au  double  du  premier  terme 

(«-+-1)2"  ^ 

négligé  ;  pour  «  =  8,  il  est  inférieur  à  ^j^qq  0,0005. 
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Des  huit  premiers  termes  conservés,  trois  sont  calculables  avec 
cinq  chiffres  décimaux  exacts;  en  conservant  dans  les  cinq  autres  termes 
cinq  chiffres  décimaux,  l'erreur  commise  dans  la  somme  est  inférieure 
à  0,00005  ;  on  obtient  ainsi 

0,5  -h  0,125  -h  0,04166  -h  0,01562  h-  0,00625  +  0,00260 

+  0,00111  -h  0,00048  =  0,69272. 

Si  Ton  supprime  les  deux  derniers  chiffres  en  forçant  d'une  unité 
le  chiffre  2,  on  commet  une  erreur  inférieure  à  0,0003;  la  somme  de 

toutes  les  erreurs  est  inférieure  à  ^  ^fn^^'^  ou  à  0,001  ;  on  peut 

iUUOu 

donc  prendre  pour  valeur  la  somme  0,693  à  0,001  près.  La  série 
représente  la  valeur  du  logarithme  népérien  de  2. 

Pour  la  deuxième  série,  un  raisonnement  analogue  montre  que  R„ 
est  inférieur  au  double  du  premier  terme  négligé;  les  trois  premiers 
termes  ont  pour  valeurs  0,5,  0,02083  ...  et  0,00234  ...;  le  suivant 
est  inférieur  à  0,00035,  et  Terreur  commise  en  le  négligeant  ainsi 
que  ceux  qui  viennent  ensuite  est  plus  petite  que  0,0007.  La  somme 
des  trois  premiers  pris  avec  cinq  chiffres  décimaux  est  0,52317,  Terreur 
commise  étant  inférieure  à  0,00002;  en  conservant  0,523,  on  commet 
une  dernière  erreur  inférieure  à  0,0002  ;  finalement,  on  peut  conserver 
0,523  pour  la  somme  de  la  série,  avec  une  erreur  inférieure  à  0,001. 

La  série  représente  la  valeur  de  arc  sin  i-  ou  ^• 

2  0 

Pour  la  troisième  série,  les  cinq  premiers  termes  donnent 

1  -  0,3333   h  0,1  —  0,0238  •  •  •  +  0,0046  ...  ; 

1 

le  premier  terme  négligé  est  j^^,  et  R^,  qui  lui  est  inférieur  (n°  40), 

€st  plus  petit  que  0,0008.  En  conservant  quatre  chiffres  décimaux 
dans  les  nombres  conservés,  qui  sont  de  signes  différents.  Terreur  est 
inférieure  à  0,0002  ;  on  peut  donc  prendre  le  résultat  0,7475  comme 
valeur  approchée  de  la  série  à  0,001  près.  Cette  série  est  la  valeur 


de  Tintégrale  défmie  ^  e~^''dx. 


12  COMPLÉMENTS  d' ALGÈBRE 

20.  —  Pour  quelles  valeurs  de  x  la  série 

X  H-  2x^  4-      -h  ...  -I-  nx"  +  •  •  • 

est-elle  convergente?  Evaluer  le  produit  par  (1  —  xY  de  la  somme 
des  n  premiers  termes,  et  en  déduire  que  la  série,  lorsqu'elle  est 

convergente,  a  pour  somme  —  y  Appliquer  ce  résultat  au  calcul 


de  la  somme  de  la  série  considérée  au  /i°  40. 


Pour  la  série  des  valeurs  absolues,  le  rapport  est  égal  à 

— —Tla?!  et  a  pour  limite  \x\;  la  série  est  convergente  pour  \x\<i  1 
n  —  1 

et  divergente  pour  \x\^  \. 
•   Le  produit  par  (1  —  x)-  de  la  somme  S„  est  égal  à 
X  —  (/i  -\-  na:"^2 

et,  pour  |x|<<l,  il  a  pour  limite  x  quand  n  augmente  indéfiniment; 

par  suite  la  somme  de  la  série  est  égale  à  — — —Tr/y  (comparer  à 
Texercice  9). 

Pour    x  =       ona  S  =  -^=  0,16326  ...  . 
o  4y 


21.  —  La  longueur  du  périmètre  d'une  ellipse  est  donnée  par  la 
formule 

^^'^4       U)  T-(2:4)  3-(2T4T6)  5-"-J 
où   a   est  te  demi-grand  axe  et  e  V excentricité    calculer  S   à  un 
centième  près  pour  a  =  5  et  e  =  0,3. 

Pour  calculer  avec  une  erreur  inférieure  à  0,01  le  produit 

s=,..[,-iM-(Hyaf:--]. 

il  faut  tenir  compte  de  Terreur  que  Ton  commet  sur  tz  et  de  celle  que 
Ton  commet  dans  le  calcul  de  la  série  qui  est  entre  parenthèses.  Le 
nombre  IOtt  est  égal  à  iU,41G-h£,  £  étant  un  nombre  inférieur  en 
valeur  absobie  à  0,0001. 
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La  série  peut  s'écrire  S'„  -f-  s' H-  R„,  Ra  étant  le  reste,  une 
valeur  approchée  de  la  somme  des  n  premiers  termes  et  s'  l'erreur 
commise  sur  ces  termes  ;  on  a  donc 

S  =  (3i,4l6  +  0(Sn4-£'  +  Rn) 

=  31,416  S'n  -H  3l,416(£'-h R„)  -h  <S;  +  s'  +  R,). 

Comme  la  somme  de  la  série  est  inférieure  à  Tunité,  le  dernier 
terme  est  inférieur  à  0,0001  ;  si  l'on  prend  s'  R„  <  0,0003,  le 
produit  31,416(£'-f-R„)  sera  inférieur  à  0,0095  et  le  produit  31,416S^ 
différera  de  S  de  moins  de  0,01. 

Remarquons  que  R„  est  inférieur  à 

.  "n.i(l+e^  +  e^+.-.)  ou 

comme  le  quatrième  terme  est  inférieur  à  0,000015,  il  suffît  de 
prendre  m  =  3,  et  R„  est  inférieur  à  0,00002. 

On  doit  calculer  la  somme  des  trois  premiers  termes 

1 -M? -Mf*^  =  0,977120...; 

4  64 

en  conservant  0,977,  Terreur  commise  e'  est  inférieure  à  0,00013, 
et  l'on  a  finalement  e' -f- R„  <  0,00015. 

Formons  le  produit  31,416x0,977  =  30,693432;  en  conservant 
seulement  30,69,  nous  commettons  une  erreur  inférieure  à  0,004 
qui  s'ajoute  aux  précédentes  ;  mais  la  somme  de  toutes  ces  erreurs 
reste  quand  même  inférieure  à  0,0001  +32x0,00015  -h  0,004  ou  à 
0,009  ;  la  valeur  30,69  est  donc  bien  approchée  à  0,01  près. 


22.  —  Lorsque,  dans  une  équation  de  la  forme  ax^  -[-x  —  c  =  0, 
a  est  un  nombre  très  petit,  on  détermine  une  racine  par  approxima- 
tions successives  en  posant  x  =  c  —  ax^,  et  calculant  la  suite  de 
nombres 

Xi  =  c,     X2  =  c  —  ax/,     x^^c  —  ax^P,    •  •  •  ; 
démontrer  que  si  a  et  c  sont  positifs,  les  nombres  de  cette  suite  ont 
une  limite,  et  que  cette  limite  est  racine  de  l'équation  donnée;  déler- 
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miner  une  limite  de  l'erreur  commise  en  s' arrêtant  à  un  certain  terme; 
appliquer  cette  méthode  à  la  recherche  d'une  racine  de  l'équation 

0,01  x'-^x  —  2  =  0. 

L'équation  a  une  seule  racine  positive,  car  si  x  croît  de  0  à  -4-oo  , 
le  premier  membre  croit  de  —  c  à  -f-oo  et  s'annule  une  et  une  seule 
fois. 

Le  nombre  c  étant  supérieur  à  c  —  ax^,  x^  est  supérieur  à  la 
racine  ;  en  calculant  a:,,  on  retranche  de  c  le  nombre  trop  grand  aa:^, 
et  X2  est  inférieur  à  la  racine;  x^  est  de  nouveau  supérieur  à  la  racine 
mais  plus  petit  que  x^^  ;  Xi^  est  inférieur  à  la  racine,  mais  plus  grand 
que  ^2,  et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  une  suite  de  nombres  a^i,  a:,,  iCa,  .  .  .  , 
qui  peuvent  être  représentés  par  les  points  Ai,  A2,  A3,  .  .  .  de  la  figure  1 
(n*'  .39).  Pour  montrer  que  cette  suite  a  une  limite,  il  suffit  de  montrer 
que  Xn  —  Xn-i.  tend  vers  zéro  ;  la  limite  sera  par  suite  égale  à  la  racine 
X,  car  celle-ci  est  comprise  entre  deux  nombres  consécutifs  de  la  suite  ; 
or  on  a 

Xn  —  Xn-i  =  —  a  {xP^_^ — a;^_2)  =  —  a  (Xr,_^ — x^-^ {xlz\  -h xP;zI  ^«-2  +•••)' 

les  termes  de  la  dernière  parenthèse  étant  inférieurs  à  c^~\  on  a 

i  Xr,  —  x^_^  I  <  apcP-'  I  a:„_i  —  a;„_2 1  ; 

si  apcP~^  est  un  nombre  k  inférieur  à  Tunité,  on  trouve,  en  donnant 
à  n  les  valeurs  successives  3,  4,  ...  ,  et  faisant  le  produit  des  iné- 
galités, 

[iCn  — ir„_,|</t"--|j:2  — ^i|  ou  <:k^~-acP, 

ce  qui  montre  bien  que  la  suite  des  nonnbres  x^  a  une  limite.  L'erreur 
commise  en  s'arrétant  à  a:„  est  inférieure  à  k''~'^acP. 
Pour  l'équation  OjOl^r^+x  —  2  =  0,  on  a 

c  =  2,    a  =  0,01,    /)  =  3,    /t  =  0,12; 

les  valeurs  successives  sont 

x,  =  2,    0^2=1,92,    0^3  =  1,9292...,    a:,  =  1,9282  ... , 

en  prenant  pour  x  la  moyenne  arithmétique  de  x^  et  x.,,  c'est-à- 
dire  1,9287,  on  obtient  une  valeur  approchée  de  x  à  0,0005  près. 
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23.  —  On  démontre  en  mécanique  que  les  tensions  ï  et  t  aux 
extrémités  d'une  corde  passant  sur  une  poulie  sont  liées  par  la  relation 


e  étant  la  base  des  logarithmes  népériens,  a  l'arc  embrassé  par  la 
corde,  évalué  en  radians,  et  f  le  coefficient  de  frottement  de  la  corde 
sur  la  poulie;  calculer  ce   lorsque  Von  a  /  =  0,28  et  T  =  100/. 

T  T 
La  relation  donnée  conduit  à  fy.  —  \og—  =2,3026  .  .  .  \og,o~; 

2  3026      X  2 

dans  l'exemple,  on  obtient  a  =  -^         '  '  '  =16,44...  exprimé 

0,2o 

en  radians,  ce  qui  fait  environ  942°  ou  près  de  trois  circonférences. 


et 


24.  —  Trouver  la  limite  pour  m  infini  de 

(  cos  ^     a;  sin  —  )  • 
\      m  m  / 

Écrivons  l'expression  sous  la  forme  (1-f-a)?  (n°  51),  avec  [^  =  m 
a  =  cos     -h  a;  sin   1  =  —  2  sin^  — h  a;  sin  —  : 


m  m  j/n 

on  a 

sin  ~  sin 

a?  =  -2sin^f-X— ^-^X-|+?^  - 

J^m  À  o 


m  m 


'lim       est  égal  à  cpo:,  et  la  limite  de  Fexpression  est  e?^. 


II.  -  EXERCICES  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 


25.  —  En  assimilant  la  surface  de  la  terre  à  celle  d'une  sphère 
de  40  000  kilomètres  de  circonférence,  évaluer  en  kilomètres  carrés  la 
surface  d'an  triangle  sphérique  géodésique,  an  moyen  des  mesures 
des  angles  de  ce  triangle  en  grades,  le  grade  étant  la  centième  partie 
de  l'angle  droit. 

Si  a",  h\  c"  sont  les  mesures  des  angles  en  grades,  r"  le  rayon 
de  la  terre  en  kilomètres  et  S"  sa  surface  en  kilomètres  carrés,  on  a, 
comme  au  n°  60, 

a"  =100  a,     h"=mb,     c"===100c,  8"-=^^, 

À 

d'où  S"  =  1^  {a"  +  h"  -h-  c"  ^  200). 

1       *    ,1  ^0000 
En  remplaçant  r  par  — — ?    on  trouve 

S"  =  -  1 0«  (a"  4- 6"  +  c"  —  200). 

71 


26.  —  Quelle  est  la  valeur  d'une  accélération  de  5cm  ;  sec^  lors- 
<[u'on  prend  comme  unité  de  longueur  le  mètre  et  comme  unité  de 
temps  la  minute? 

Si  Y  est  la  mesure  donnée  de  l'accélération,  y'  la  mesure  cher- 
chée, on  a 

j=©a)"=(ë)^(S)"--*' 

<ïoù  Ton  lire 

Y  =  36y. 
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27.  —  L'équivalent  mécanique  de  la  chaleur  est  représenté  par 
le  nombre  425  quand  on  prend  comme  unités  de  temps  la  seconde,  de 
longueur  le  mètre,  de  force  le  kq-force,  de  quantité  de  chaleur  la 
grande  calorie,'  quelle  est  la  valeur  numérique  de  cette  constante 
lorsqu'on  prend  pour  unités  de  temps  la  seconde,  de  longueur  le  cen- 
timètre, de  force  la  dyne,  de  quantité  de  chaleur  la  petite  calorie? 

Soit  W  le  travail  équivalent  à  une  quantité  de  chaleur  Q;  dans 
le  système  kilogramme-mètre- grande  calorie,  on  a  entre  les  mesures 
it;  et  ^  la  relation  w  =  425  q.  Soient  w'  et  q'  les  mesures  des 
mêmes  quantités  dans  le  système  erg-petite  calorie  ;  on  a 

10   erg  i  

w'  ~  Wo  ~  kilogrammètre  ~  9,8067  X  10^ 

q  Cq       petite  calorie    1 

q'     Co     grande  calorie      100  ' 


P'"-^^""^  9.8067X10^=''-'^  100 

L'équivalent  mécanique  dans  le  nouveau  système  est  donc  égal  à 
425x9,8067x10^ 


100 


4,1 68x10' ergs; 


si  l'on  prend  le  joule  à  la  place  de  l'erg,  Féquivalent  de  la  petite  calori( 
est  4,168  joules. 


28,  —  En  Angleterre  on  emploie  comme  mesures  de  longueur 
le  yard,  qui  vaut  91''",4404,  le  foot,  qui  est  le  tiers  du  yard  et  vaut 
30^^,4801 ,  et  l'inch,  qui  est  la  douzième  partie  du  foot  et  vaut  2'^^"\5400  ; 
comme  mesure  de  poids,  on  emploie  la  livre  ou  pound  qui  vaut 
453^592428  gr.  poids.  On  demande  de  déterminer  : 

1°  la  valeur  en  foot:  sec^  du  nombre  g  qui,  au  centre  de  l'An- 
gleterre, vaut  981^"\33  ;  la  dimension  est  [LT^^J  ; 

2°  la  valeur  en  kilowatt  et  en  cheval-vapeur  du  horsepower  des 
mécaniciens,  qui  est  la  puissance  de  550  foot-pounds  par  seconde  ;  la 
dimension  est  P  =  [L^MT-^^J  =  [FLT-*]  ; 

3°  la  valeur  en  dynes:  cm-  et  en  kg-poids  :  cni^  d'une  pression  de 
VoGT.  —  Solut.  .  2 
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une  livre-poids:  inch^ ;  la  dimension  est  [L"*  MT-^]  =  [FL-^].  Quelle 
est  la  pression  en  kg  :  cm"^  de  la  vapeur  dans  une  chaudière  lorsqu'un 
manomètre  anglais  marque  200  livres:  inch}? 

1°  Si  g'  est  la  mesure  anglaise  de  raccélération  de  la  pesanteur, 

on  a 

g      /L^\  .  (%Y  foot 


par  suite 


Lo/    \To/  centimètre 


2°  Soit  p  la  mesure  d'une  puissance  P  en  chevaux-vapeurs  et 
p'  sa  mesure  en  horsepower;  la  dimension  étant  [FLT-'],  on  a 

p      S50  /F;\  /  L,;\  .  /T;\      r,50      pound  foot 

75  W'.W-UA     75        kg   ><mètre-''"  • 

on  en  conclut  /j  ==3 1 ,014/?' ;  sa  mesure  p"  en  kilowatt  est  0,7355 /> 
=  0,7457  p'  ;  si  l'on  fait  jo'  =  1,  on  voit  qu'un  horsepower  s'exprime 
par  1,014  cheval  et  par  0,7457  kilowatt. 

3°  Soient  h  la  mesure  en  kg  :  cm^  d'une  pression  B  et  b'  sai 
mesure  en  pound  :  inch-;  on  a 

Si  6"  est  la  mesure  en  dynes  :  cm^  ou  en  baryes,  on  a 

IL  _  /M  _  kilogramme-poids  _  ^  ^ 

6      \FJ/  dyne 

par  suite 

=  68948  6'. 

Si  b'  =  200,  on  voit  qu'une  pression  de  200  pounds  :  inch-  s'exprime 
par  b  =  14,06  kg  :  cm^  ou  par  13,79  mégabaryes. 


2Î).  —  Vérifier  V homogénéité  de  la  formule  des  cordes  vibrantes: 

1  /Ô^' 

n  représente  le  nombre  par  seconde  de  vibrations  d'une  corde,  r  et 
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/  son  rayon  et  sa  longueur,  d  son  poids  spécifique,  P  le  poids 
tenseur,  g  l'accélération  due  à  la  pesanteur,  et  -k  le  nombre  3, 

Remplaçons  les  lettres  représentant  les  mesures  des  grandeur  p 
l'expression  des  dimensions  de  ces  grandeurs  :   n  par  T~\  /  par  L, 
P  par  F  et       par  FL~^  ;  les  deux  membres  ont  pour  dimensions 

1  /lt~-f 

T~'  et  —  i  /   ,    .  ;  ces  dimensions  sont  bien  égales. 

1 .-  \/    FT  ~3 


30.  —  Déierniiner  graphiquement  et  par  le  calcul  la  somme 
géométrique  de  deux  vecteurs  représentés  par  les  deux  diagpnales  d'un 
rectangle,  ou  de  quatre  vecteurs  représentés  par  les  quatre  diagonales 
d'un  parallélépipède  ;  examiner  les  divers  cas  qui  se  présentent  suivant 
le  sens  de  parcours  de  ces  vecteurs évaluer  les  angles  que  font  avec 
les  arêtes  les  différentes  diagonales,  et  les  angles  que  ces  diagonales 
font  entre  elles  deux  à  deux. 

Nous  ferons  le  calcul  dans  le  cas  d'un  parallélépipède,  celui  d'un 
rectangle  se  traitant  de  la  même  manière.  Prenons  l'un  des  sommets, 
0,  comme  origine,  les  trois  côtés  OA=a,  QB  =  6,  OC  =  c  issus 
de  ce  sommet  comme  axes  Ox,  Oy,  Oz;  désignons  par  0',  A',  B',  C 
les  sommets  opposés  à  0,  A,  B,  C;  par  Vi,  V2,  V3,  V4  les  vecteurs 
00',  AA',  BB',  ce  et  par  V;,  V;  Y^,  les  vecteurs  O'O,  A'A, 
B'B,  ce  opposés  aux  premiers.  Les  projections  des  quatre  premiers 
de  ces  vecteurs  et  les  cosinus  des  angles  qu'ils  font  avec  les  axes  sont 
indiqués  dans  le  tableau  suivant  : 


X 

Y 

Z 

cos  a 

cos  p 

cos  Y 

a 

b 

c 

[xa 

[xb 

ixc 

V, 

—  a 

b 

c 

—  a« 

\xb 

[XC 

V3 

a 

—  b 

c 

[j.a 

~ixb 

V4 

a 

b 

—  c 

[xa 

—  aC 

OÙ  a  désigne  ■  Les  quantités  analogues  pour  les  quatre 

\/a-  H-  6-  -f-  c^ 

derniers  sont  égales  et  opposées  aux  précédentes. 

Lorsque  l'on  fait  la  somme  de  quatre  de  ces  vecteurs  dirigés  cha- 
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cun  respectivement  suivant  une  des  diagonales,  on  peut  les  associer 
de  seize  manières  différentes,  car  on  peut  en  effet  considérer  ou 
VJ,  lui  ajouter  V2  ou  P^is  V3  ou  V3  et  V4  ou  V^,  ce  qui 
fait  2x2x2x2  =  16  combinaisons  possibles.  Les  combinaisons 
caractéristiques  sont  indiquées  dans  le  tableau  suivant  : 


X 

Y 

Z 

2a 

26 

2c 

v;- 

0 

0 

0 

Vi- 

4a 

0 

0 

—  2a 

26 

2c 

les  autres  s'en  déduisent  par  permutation  des  lettres  a,  6,  c  et  par 
changement  des  signes  des  trois  projections  à  la  fois.  Les  formules  du 
n°  74  permettent  de  déterminer  dans  chaque  cas  la  grandeur  de  la 
somme  géométrique  et  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes 
de  projection. 

Les  angles  des  vecteurs  pris  deux  à  deux  sont  au  nombre  de  24  ; 
les  cosinus  de  ces  angles  sont  donnés  par  la  formule 


cos  (Vi,  Vo) 


et  par  les  formules  analogues  se  déduisant  de  la  précédente  parle  chan- 
gement dans  le  numérateur  des  signes  de  a^,  6^,  c^  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  avec  exclusion  toutefois  des  combinaisons  où  les  trois 
signes  seraient  identiques;  il  n'y  a  donc  que  six  valeurs  distinctes  des 
cosinus,  deux  à  deux  égales  et  opposées. 


81.  —  Sur  les  hissectrice.s  des  faces  d'un  (rièdre  Irirectangle  on 
prend  à  partir  du  sommet  des  vecteurs  égaux  à  l'unité.  Déterminer 
la  somme  (/éoniétrique  de  ces  vecteurs,  les  angles  qu'ils  font  deux  à 
Jeux  et  l'angle  de  leur  somme  géométrique  avec  chacun  d'eux. 

Soient  Vj,  Vo,  V3  les  vecteurs  égaux  à  l'unité  dirigés  respcctive- 
iMcnt  suivant  les  bisse<îtriccs  des  angles  yOz,  zOx,  xOy,  et  soit  V 
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leur  somme  géométrique  ;  les  projections  de  ces  vecteurs  sont  respecti- 
vement 

X.  =  0,    Y.  =  f,      Z.  =  V|, 

A3  =  —5    13  =  —,    Z3  —  u, 

X=\/2,    Y  =v/2,  Z 

Le  vecteur  V  est  égal  à  y/X'^ -H  Y- -h     = /6  ;   il  fait  avec  les 

1/2  1 

axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  ^  =  —1  et  ces  angles  sont 
égaux  à  54°44'7".  Les  angles  des  vecteurs  deux  à  deux  sont  donnés  par 

v/XjH-Y?  +  Z?\/X^-f-Y|+Z|  2 

cos(V,  VQ^  ^      XX,^YYi  -4^Zj  ^2    (y,  V0  =  35°15'53'. 

v/X^  +  Y^-f-ZVXf+Yï  +  Zî  v/6 


32.  —  Étant  donnés  des  vecteurs  Vi,  Vo, .  .  . ,  démontrer  que  la 
grandeur  de  leur  somme  géométrique  V  est  donnée  par  la  formule 

-  S  V?  -h  2^  V.-  V,  cos  (V.-,  V,), 

(V/,  V/f)  désignant  l'angle  des  vecteurs  V<  et  Y^. 

Les  formules  du  n°  74  donnent 

=  (SX,)^  +  (SYO^  -f-  (SZ,)^ 

=  S(Xf  +  Yf  +  Z?)  -f-  2S(X.-X,+  Y,Y,-f-  Z,Z,), 

mais 

Xf-f-Yf-hZf  =  Vf 

et 

X,-X,  +  Y.-Y,-f-Z.-Z, 

=  VjVA-(cos  a,-  cos  o^k  -h  COS  pi  cos  P/(-f-cos  Yi  cos  Y/c)=  V.V/f  cos(Vi,  V^); 
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on  a  donc  bien 
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=  SVf  +         A-  cos  (V,-,  V,). 


33.  —  On  dit  que  quatre  points  A,  B,  C,  D  situes  sur  un  même 
axe  sont  conjugués  harmoniques  si  Von  a  La  relation 

(CA)  __  (DA). 

(CB)  (DB)  ' 

1°  démontrer  que  cette  relation  est  équivalente  à  l'une  ou  à  Vautre 
des  deux  suivantes: 

ï  désignant  le  milieu  du  segment  AB  ; 

2°  si  les  abscisses  de  A  et  B  sont  Xi  et  x^,  celles  de  C  el 
D,  0:3  et  0^4,  montrer  que  la  relation  qui  existe  alors  entre  ces  abs- 
cisses est 

2XiX.2  -h  2X^X^  =  (Xi  H-  Xo)  (X2  + 

3°  si  Xi  et  Xo  sont  les  racines  de  l'équation  ax^  -\-  bx  -h  c  =  0^ 
et  et  X!,  les  racines  de  V équation  a'x^ b'x-t- c' =  0,  trouver 
la  relation  qui  existe  entre  les  coefficients  de  ces  équations  lorsque  la 
condition  précédente  est  remplie; 

4°  on  considère  les  couples  de  points  X  et  B  dont  les  abscisses 
sont  les  racines  de  Véquation 

ax--{-bx^c^  \(a'x'  -f-  b'x  -j-  c')  =  0, 

où  1  est  un  paramètre  variable;  montrer  que  Von  peut  déterminer 
deux  points  fixes  C  D  tels  que  A  et  B  soient  conjugués  par 
rapport  à  C  et        quelle  que  soit  la  valeur  de  X. 

Les  deux  premières  parties  peuvent  se  démontrer  géométriquement 
en  utilisant  le  théorème  de  Chasles,  mais  nous  allons  les  établir  par 
un  raisonnement  algébrique. 

Soient  a:,,  X2,  ^3,  £C;  les  abscisses  des  points  A,  B,  C,  D;  celle  du 
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milieu  I  de  ÂB  est  égale  à  les  divers  segments  de  lenoncé 

ont  pour  valeur  relative 

(C\)  =  X,  —  0:3,         (CB)  =  x,—Xi,         (DA)  =Xi—  Xr,, 

(DB)  =  372  —  Xi,         (AB)  =  X.2  —  Xi , 

A)  =  x,  2—-,  (lC)  =  x,  — ,  (\D)  =  x,  ^  

Tout  revient  à  démontrer  que  la  relation  de  définition 

X I   X2  X[   X  5, 

X2  X^  Xo  X^. 

«st  équivalente  à  Tune  des  suivantes  : 

2  1  1 

 _   ^  _  

X2  —  Xi       X^   Xi       X^,  Xi 

[X^  .XoX^        /  X^-\-Xr,\  l  .Ti  -h  X, 

2(x^X2  -+-  x^x,)  =  (xi-h  x.^  (a^aH-Xi), 

ce  qui  se  vérifie  immédiatement. 

3°  La  dernière  relation  met  en  évidence  les  fonctions  symétriques, 
somme  et  produit,  des  racines  des  deux  équations,  et  elle  est  équiva- 
lente à 

2(--+--\  =  -^,        ou       2{ac'  -^ca')  —  hh'  = 
\a     a' J      a  a' 

4°  Pour  la  dernière  partie,  en  désignant  par  x^.  x.,  les  abscisses 
des  points  A  et  B,  par  x^,  x^  celles  des  points  C  et  D,  on  doit 
avoir 

a  -h  Aa  a  -\-  kœ 

ou        2  (c  +  Xc')     20:30;-  (a  +  la')  -|-  (a^g  -h  x^)  (b  4-  Ib')  =  0. 

Pour  écrire  que  cette  relation  a  lieu  quel  que  soit  X,  on  doit  annuler 
séparément  le  coefficient  de  1  et  le  terme  indépendant,  ce  qui  donne 

2c  4-  2aXiX',  -i-bÇx^-^-  x>,)  =  0, 
2c'  -f-  2a'xiX>,  -h  b'  (x^  -1-  x>,)  —  0, 
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.  2(ac'  —  ca')  bc'  —  ch' 

ab'  —  ha'  ah'  —  ba' 


on  en  conclut  que        et  x^.  sont  les  racines  de  Téquation 

(ab'  —  ba')     +  2  (ac'  —  ca')  X  -h  (bc'  —  cb')  =  0. 

On  peut  encore  obtenir  ces  résultats  en  cherchant  les  coefficients^ 
nconnus  d'une  équation,  AX- BX -|- C  =  0,  ayant  pour  racines 
X3  et  x^;  ils  doivent  satisfaire  à  la  condition 

2A  (c  +  le')  +  2C  (a  -f-  la')  —  B  (6  -f-  Ib')  =  0 

quel  que  soit  1,   c'est-à-dire  aux  relations 

2Ac  — B6-f-2Ca=:0,       2Ac' —  B6' 2Ca' =  0  ; 

on  retrouve  ainsi  les  valeurs  de  A,  B,  C  déjà  calculées.  En  éliminant 

A,  B,  C  entre  ces  deux  équations  et  celle  qui  doit  donner  X,  on  écrit 
cette  dernière  sous  4a  forme 

X2    X  1 
2c -b    2a  =0. 
2c'- 6'  2a' 

Remarque.  —  Si  l'on  considère  la  courbe  représentative  de  la  frac- 
tion du  deuxième  degré 

  ax^  +  bx  -h-  c 

^  ~  a'x^  -h  b'x  H-  c'  * 

les  projections  sur  Ox  des  points  de  rencontre  de  cette  ligne  avec 
la  droite  parallèle  à  Oa:    et  d'ordonnée  y  =—1  sont  les  points  A  et 

B.  On  voit  que  ces  points  sont  toujours  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à 'deux  points  fixes  C  et  D;  l'équation  qui  fournit  ces  derniers 
est  précisément  celle  qui  donne  les  valeurs  de  x  rendant  y  maximum 
ou  minimum. 


34.  —  Soient  A        B  deux  points  de  coordonnées  (xi.yi)  et 

AC 

(x.2,y2),  et  C  un  point  situé  sur  \B  tel  que  l'on  ait  =  A]  mon- 
trer que  les  coordonnées  du  point  C  sont  données  par  les  formules 

_  Xj  -}-  ïx,  _  yi~\-ly2 . 
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on  obtient  ainsi,  lorsque  X  varie,  l'expression  des  coordonnées  des 
points  successifs  de  la  droite  indéfinie  AB;  déduire  de  là  en  particu- 
lier les  coordonnées  du  milieu  du  segment  AB. 

Les  projections  sur  un  axe  des  vecteurs  AC  et  ^CB  sont  dans 
le  même  rapport  que  les  valeurs  relatives  de  ces  vecteurs  ;  on  a  par  suite 

X  —  Xi  y  — yi  XC  ^ 

X2  —  X     y  2 — y  CB 

Pour  X  — 1,  on  trouve  X  =  ^' y  =  ~^  >  coordonnées 
du  milieu  de  AB. 


35.  —  Déterminer  l'équation  du  lieu  des  points  équidislants  de 
deux  points  donnés. 

Le  lieu  des  points  (a;,  y)  équidistants  des  deux  points  (x^,y^^  (x^,  y  >) 
a  pour  équation 

(x  —  x,y + (y  -  y, y =(x-  x.y  -h  (y— y.y 
ou     2x  (xi  —  x.)  +  2î/  (î/i  —  y  2)  —  [^r  H-  yl  —  ^1 —2/8  =  0. 

En  écrivant  cette  équation  sous  la  forme 

(^0,  _  ÎL^)         _         +  (y  _  (2/,  _  y,)  =  0, 

on  voit  qu'elle  représente  une  droite  passant  par  le  milieu  du  segment 
joignant  les  deux  points  donnés  et  perpendiculaire  à  ce  segment. 


36.  —  Etant  donnée  une  circonférence  de  diamètre  OA,  et  la 
tangente  AT  à  cette  circonférence  au  point  A,  on  mène  par  le  point 
0  une  sécante  variable  qui  coupe  la  circonférence  au  point  B  et  la 
tangente  AT  au  point  C,  et  l'on  prend  sur  cette  sécante  un  vecteur 
OM  égal  à  BC  ;  en  prenant  le  point  0  comme  origine  et  OA 
comme  axe  des    x,    trouver  en  coordonnées  polaires  l'équation  da 
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lien  du  point  M,  et  transformer  cette  équation  en  coordonnées  caté- 
^siennes. 


OB 


Si  a  est  la  mesure  du  diamètre  OA  du  cercle,  on  a  OC  =  ~— 
=  a  cos  0,  et  Féquation  cherchée  est 


a cos  6  = 


a  s'm-  Ô 


Fig.  1. 


cos  6  cos  6 

En  remplaçant  cos  6  et  sin  0  par  —  et  —  » 

P  ? 

et  rendant  l'équation  entière,  on  obtient  l'équation 
de  la  courbe  en  coordonnées  cartésiennes 

(x'-  -+-y'')x  —  ay-  =  0. 

La  courbe  a  la  forme  de  la  figure  1  et  s'appelle 
cissoïde. 


37.  —  Etant  donnés  sur  l'axe  des  x    un  point  A  d'abscisse  2  , 
-et  sur  l'axe  des  y  un  point  B  d'ordonnée  3,  on  mène  par  le  point 
B    une  droite  faisant  avec  l'axe  des  x   un  angle  de  120°  et  par  le 
point  A  une  perpendiculaire  à  cette  droite;  écrire  les  équations  de 
ces  droites  et  trouver  les  coordonnées  de  leur  point  de  rencontre. 

Les  équations  des  deux  droites  sont 

V  — 3  =  — \/3  a;,       v=  -^(^  —  2); 

les  coordonnées  de  leur  point  de  rencontre  sont 

2  -f-  3v/3  3  —  2/3 


38.  —  Montrer  que  ta  condition  pour  que  trois  droites  repré- 
sentées par  les  équations 

Ax     Uy  -h  C  =  0,       A'x  ^^  Wy  +  C     0,       A"x  +  B"y  -4-  C"  =  0 
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coupent  au  même  point  est 

ABC 
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A'  B' 

A"  B" 


0. 


Il  suffit  d'appliquer  ce  qui  a  été  dit  au  n°  13  sur  T élimination  de 
deux  inconnues  x  et  y  entre  trois  équations  linéaires. 

Désignons  par  D,  D',  D"  les  premiers  membres  des  équations  des 
trois  droites  ;  on  vérifie  aussi  que  ces  droites  sont  concourantes  en  cons- 
tatant qu'il  est  possible  de  trouver  trois  nombres  X,  X',  V  tels  que 
àD  ^  X'D' -h  a"D"  soit  identiquement  nul;  la  solution  de  D  =  0  et 
D'  =  0  annule  en  effet  D". 


39.  —  Connaissant  les  coordonnées  des  sommets  d'un  triangle 
dans  le  plan  xOy^  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  gravité^ 
ainsi  que  les  longueurs  des  côtés  et  les  angles  de  ce  triangle  ;  écrire 
les  équations  des  côtés,  des  perpendiculaires  aux  milieux  des  côtés, 
des  médianes  et  des  hauteurs  du  triangle  ;  vérifier  que  les  droites  de 
chacun  des  trois  derniers  systèmes  sont  concourantes. 

Soient  (xi,  y  y),  (x^,  î/a),  (^3,  3/3)  les  coordonnées  des  trois  sommets 
A,  B,  C  du  triangle  ;  celles  des  milieux  A',  B',  G'  des  côtés  sont 

Le  centre  de  gravité  G  partage  le  segment  AA'  dans  le  rapport  2, 
et,  d'après  le  problème  n°  34,  ses  coordonnées  sont 

Les  longueurs  des  côtés  sont 
BG  =  \/  {x^  —  x^y  -h  (î/2  —  î/s)' ,       C  A  =  \/{x^  —  x,f-h{y^  —  y,y, 
AB  =  \/(x,  —  x^f  H-  (î/i  — . 
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Pour  déterminer  l'angle  A,  il  est  avantageux  de  calculer  le  cosinus 
de  langle  des  deux  directions  AB,  AC;  il  est  donné  par  la  formule 

CusA—  — J:^iH^3  — a:i)-l-0/o  — .v,)Cv3  — .Vi)  _^ 

V/(a:.2  —  x,y-  H-  (2/0  —  y,y  \/(x,  —  x.f  +  (y,  —  y, y  ' 

les  radicaux  étant  pris  avec  le  signe  -h.  On  pourrait  aussi  trouver  la 
tangente  de  Tan^le  de  ces  deux  droites  par  la  formule  du  n°85, 

tg  A  =  — :    ou  m=    --^  ^>  m' ='-^  ^  ; 

1  -h  m  m  x-i  —  X  i  x^  —  .Xi 

et  l'on  trouverait,  de  cette  façon,  tous  calculs  fails, 

Xi  yv  \ 


tgA 


X^  2/2  1 
Xj     .V3  1 


X,)  (x,  —  Xi)  -h  (2/2  —  yO  (^3 

mais  l'angle  compris  entre  0  et  ti  donné  par  cette  formule  n'est  pas 
toujours  l'angle  A  du  triangle,  il  peut  être  son  supplément. 
L'équation  de  BC  est 

=  ^     ^—  '     o\i  x(y.2  —  î/g)  —  y(x2  —  0:3)  H-  Xoy^  —  î/oO-a  --=  0  ; 
2/3  —  y  2     -3  —  x.> 

on  peut  encore  l'écrire  sous  forme  de  déterminant  (n''  82). 
L'équation  de  la  perpendiculaire  au  milieu  de  BG  est 

(x  —  x[)  (x,  —  X2)  +  (2/  —  y'd  (.</3  —  yi)  =  0 

ou       Di  =  2x  (xo  —  x^)  -+-  2y  {y 2  —  yO  —  (^i  +  yî  —     —  yd  =  0, 

comme  on  pouvait  le  voir  aussi  d'après  le  problème  n''  35-. 
La  médiane  AA'  a  pour  équation 

.V  — .Vi        — ^1 


ou     Mi=--x  (2yi  —  2/2  —  2/3)  —  2/  (2^1  —  ^2  —  x^) 

+  Xi  (2/2  H-  2/3)  —  2/1  (x.     x-i)  =  0. 
La  hauteur  abaissée  du  sommet  A  sur  BC  a  pour  équation 
(x  —  .x.)  (0:3  —  0^2)  -H  (2/  —  2/0  CVa  —  2/0  ^ 
ou    IIi  =  x  (x,  —  X3)  4-  27  (2/2  —  273)  —  xt  (x.2  —  X3)  —  2/1  (.y2  —  2/3)  =  0  ; 
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on  écrirait  de  même  les  équations  des  autres  droites  de  l'énoncé  par 
permutation  circulaire  des  indices. 

Pour  démontrer  que  les  trois  droites  d'un  même  système  sont  con- 
courantes, on  peut  appliquer  la  règle  du  problème  précédent  ou  bien 
encore  la  remarque  faite  à  ce  sujet.  On  vérifie  que  les  premiers  mem- 
bres des  équations  satisfont  identiquement  aux  égalités 

Di  +  DsH-Ds^O,     Mi-|-M2-f-M3  =  0,      Hi  +  IIa+Ha^O, 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 


40.  —  Déterminer  le  lieu  des  points  équidistants  de  deux  droites 
données  j  en  déduire  les  équations  des  bissectrices  de  l'angle  de  ces 
deux  droites  et  de  son  supplément. 

Faisons  d'abord  la  remarque  suivante  :  lorsque  l'on  utilise  la 
formule  lo  du  n°  86  pour  trouver  la  distance  d'un  point  à  une  droite, 
il  faut  écrire 

^  _  _l_  A.Tf,       Bl/n  -h  C  ^  ~ 

et  choisir  un  signe  convenable  suivant  la  position  du  point  (xo,  i/o). 
Lorsque  ce  point  se  déplace  dans  le  plan,  le  numérateur  ne  peut  changer 
de  signe  qu'en  s'annulant,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  se  trouve  sur 
la  droite  ;  si  l'on  suppose  par  exemple  B  différent  de  zéro,  la  quantité 
Aa"o  -\-  Bî/o  -h  C  a  le  signe  de  B  quand  yo  est  très  grand  et  positif;  elle 
a  le  signe  contraire  à  B  quand  î/o  est  très  grand  en  valeur  absolue 
mais  négatif;  on  voit  donc  que  l'on  obtient  d  en  prenant  dans  la 
formule  le  signe  ou  le  signe  —  suivant  que  le  point  est  dans  l'une 
ou  dans  l'autre  des  deux  régions  du  plan  séparées  par  la  droite,  et 
l'on  peut  toujours,  d'après  ce  qui  précède,  déterminer  le  signe  qui 
convient  à  une  région. 

Cela  posé,  le  lieu  des  points  équidistants  des  deux  droites  d'équa- 
tions 

Aie  +  Bî/  +  C  =  0,       A'x  -h  B'?/  4-  C  0 

est  l'ensemble  des  points  (xq^  î/q)  satisfaisant  à  l'une  ou  l'autre  des 
équations 

_^  A.To -4-  B?yo  +  C  ^  _^  k'xo-^WyQ-\-C' ^ 
~~     \/A'  -h  B^         ~~     v/A'-'-4-"B^  " 
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Les  quatre  combinaisons  des  signes  fournissent  seulement  deux 
équations  distinctes,  l'une  représentant  la  bissectrice  d'un  des  angles 
des  deux  droites  et  de  son  opposé  par  le  sommet  ;  l'autre  représentant 
la  bissectrice  des  deux  angles  supplémentaires  des  premiers. 


41.  —  Former  Véquation  d'une  droite  en  coordonnées  polaires  : 
on  donne  la  longueur  ,p  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine 
sur  la  droite,  et  l'angle  m  de  cette  perpendiculaire  avec  Ox. 

En  projetant  le  rayon  vecteur  d'un  point  de  la  droite  donnée  sur 
la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  cette  droite,  on  obtient 
l'équation 

p  cos  (6  —  oi)  =  p; 
on  en  déduit  l'équation  en  coordonnées  cartésiennes 

X  cos  0)     î/  sin  w  —  p  —  0, 
que  l'on  appelle  forme  normale  de  Féquation  de  la  droite.  ' 


42.  —  Déterminer  V angle  des  deux  droites  représentées  par 
U  équation 

Ax'--h2Bxij-hCy'-  =  0; 

condition  pour  qu'elles  soient  rectangulaires. 

Les  coefficients  angulaires  m'^  m"  des  deux  droites  sont  les  racines 
de  l'équation 

Cm2  4-2BmH- A  =  0. 
On  en  déduit,  d'après  la  formule  du  n°  85, 


m' m"  =  — ,         m'  —  m"  =  ,         tg  V  =  -^n~i^  

t.  t*  A-l-Li 

Pour  que  les  deux  droites  soient  rectangulaires,  il  faut  et  il  suffit 
que  A  +  C  =  0.  . 
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43.  —  Former  Véqualion  d'une  circonférence  de  rayon  R  pas- 
sant par  Vorigine,  et  dont  le  centre  est  sur  la  bissectrice  de  l'angle  xOy. 

R4/2 

Les  coordonnées  du  centre  sont  Xq  =  yQ  =  ;  l'équation  de  la 
circonférence  est 

^-  -+-y-  —       X  —  Rv/2  y  =  0. 


44.  —  Etant  donnée  la  droite  représentée  par  V équation 
x-\-y  —  1  =0, 

trouver  le  lieu  des  points  dont  le  carré,  de  la  dislance  à  cette  droite 
est  égal  au  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux  axes,  et 
construire  ce  lieu. 

Le  carré  de  la  distance  d'un  point  (x,  ?/)  à  la  droite  est  égal  à 

—  —  ;  si  le  point  est  dans  le  premier  ou  le  troisième  quadrant, 

ses  coordonnées  x  et  y  sont  de  même  signe  et  le  produit  de  ses^ 
distances  aux  deux  axes  est  égal  à  xy.  L'équation  du  lieu  est 


2 


xy^       ou       X-  -h  y  —  2x  —  2?/     1  =  0  ; 


elle  représente  un  cercle  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  1,1,  et 
dont  le  rayon  est  égal  à  1  ;  c'est  le  cercle  tangent  aux  deux  axes  de 
coordonnées  aux  points  où  ils  sont  rencontrés  parla  droite  donnée. 

Si  le  point  est  dans  le  deuxième  ou  le  quatrième  quadrant,  ses 
coordonnées  sont  de  signes  contraires  et  le  produit  de  ses  distances  aux 
deux  axes  est  égal  à  —  xy  ;  l'éqnation  du  lieu  est 

(£dlJLZLiy     _  xy        ou        x^^A-xy-i-y'-  —  2x  —  2y-i~\=0; 

elle  représente  une  liyperbole  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 
1 

x  =  y=  —  ]  les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  de  la  courbe 
o 

sont  égaux  à  — 2zh\/3,  et  cette  hyperbole  est  tangente  aux  deux 
axes  de  coordonnées  aux  points  où  ils  sont  rencontrés  par  la  droite- 
donnée. 
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45.  —  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  dont  la  somme  des 
carrés  des  distances  à  n  points  donnés  dans  ce  plan  est  constante. 

Si  (Xi,  î/i),  (cco,  y 2)  sont  les  coordonnées  des  points  donnés 

et     la  constante  donnée,  l'équation  du  lieu  est 

ou 

x^  -4-  V  • —  2  X  —  2  — ^  y  H  ^-^  '^^^  =  0  ; 

^  n  n  ^  n 

elle  représente  une  circonférence.  Le  centre  est  un  point  dont  les 
coordonnées  sont  les  moyennes  arithmétiques  des  coordonnées  des 
points  donnés  ;  il  s'appelle  centre  des  moyennes  distances  de  ces  points. 
Le  carré  du  rayon  est 

n      \     J      \  ^  /  ^ 


*  .   .  . 

46.  —  Quelle  relation  doit-il  exister  entre  les  coefficients  des 
équations  de  deux  cercles,  écrites  sous  la  forme 

x'^-V-y-^  2ax  +  2by  -1-  c  ^  0, 
x"'  -h  y^  -}-2a'x-h2b'y-{-  c'--0, 

pour  que  ces  cercles  soient  orthogonaux?  On  écrira  que  le  carré  de 
la  distance  des  centres  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  rayons. 

Les  coordonnées  des  centres  sont  {a,  b)  et  (a',  b')  ;  les  carrés  des 
rayons  sont  a-  -hb^  —  c  et  a'^  -+-  b'^  —  c'  ;  la  condition  cherchée  est 

(a  _  aj  -h{b  —  by     «2     52  _  c  +  a'2  _^  _ 
ou  2aa'  -h  2bb'  ~c  —  c'  =  Q. 


47.  —  Etant  donnés  sur  Vaxe  des  x  deux  points  A  et  A' 
symétriques  par  rapport  à  0,  trouver  le  lieu  des  points  du  plan 
dont  le  rapport  des  distances  à  A  et  A'  est  égal  à  k ;  ce  lieu  est 
une  circonférence.  Montrer  que  lorsque  k  varie,  les  circonférences 
obteniîes  coupent  Vaxe  des   y    en  deux  points  fixes  imaginaires,  et 
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qu'elles  sont  orthogonales  à  toutes  les  circonférences  passant  par  X 
et  A'.  Les  points  A  et  A'  sont  appelés  les  points  limites  du  premier 
faisceau  de  circonférences. 

Soient  a  et — a  les  abscisses  des  points  A  et  A';  Téquation  du 
lieu  est 

\/'(x~^ay-^  y- 
Cette  équation,  rendue  entière,  peut  être  écrite  sous  la  forme 

x~-\-y-—2a- — — —  a:-+-a-  =  0; 

1  —  n" 

elle  représente  une  circonférence  ;  les  ordonnées  des  points  où  elle 
coupe  Taxe  des  y  s'obtiennent  en  faisant  ic  =  0,  d'où  T/^-i-a^  —  Q^ 
y  =^dz  ai]  ce  sont  deux  points  fixes  imaginaires. 

Une  circonférence  passant  par  A  et  A'  a  pour  équation 

a:2-f-^/2_2tyoî/  — a-  =  0, 

î/o  étant  l'ordonnée  de  son  centre:  on  constate,  d'après  le  problème 
précédent,  qu'elle  est  orthogonale  à  une  quelconque  des  circonférences 
trouvées  précédemment. 


48.  —  Montrer  que  la  projection  d'une  circonférence  sur  un  plan 
qui  ne  lui  est  pas  parallèle  est  une  ellipse  ;  on  supposera  que  le  plan 
de  projection  passe  par  le  centre  du  cercle,  on  prendra  ce  centre 
pour  origine,  l'axe  des  x  dirigé  suivant  le  diamètre  du  cercle  situé 
dans  le  plan,  Vaxe  des  y  suivant  la  projection  du  diamètre  perpen- 
diculaire à  celui-là  et  l'on  déterminera  l'équation  de  la  projection 
de  la  circonférence  rapportée  à  ces  axes.  Déduire  de  là  la  valeur  de 
l'aire  de  l'ellipse. 

Soient  a  le  rayon  du  cercle,  V  l'angle  de  son  plan  avec  le  plan  de 
projection;  l'ordonnée  î/i  d'un  point  du  cercle  dans  son  plan  et  l'ordon- 
née y  de  la  projection  de  ce  point  sont  telles  que  l'on  ait  y  =  y^  cos  V. 
Comme  on  a  x'^  -\-y\  =      on  en  conclut 

^'H  4vr  =  «'       0^      4  +  -7-^;-i=0; 

cos^  V  a-      a-  cos-  \ 

VoGT.  =  Solut.  3 
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celte  équation  est  celle  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont 
a  et  6  —  a  cos  V. 

L'aire  du  cercle  étant  7ia%  celle  de  sa  projection  (n  75)  sera 
Tîtt-  cos  V  =  r.ah  ;  c'est  la  valeur  de  Taire  de  l'ellipse. 


49.  —  Former  Véquation  de  Vcllipse  en  coordonnées  polaires  en 
prenant  comme  pôle  le  centre  de  la  courbe.  Montrer  que  si  et  p^. 
sont  deux  rayons  vecteurs  rectangulaires  de  la  courbe,  on  a 

1  +  1  =  ±  +  1. 

P?     p'  ^' 

Il  suffît  de  remplacer  dans  l'équation  de  l'ellipse  x  et  y  par  p  cos  6 
et  p  sin  6,  ce  qui  fournit  l'équation  cherchée  ;  on  peut  l'écrire  - 

1       cos- 6  .  sin^O 


p-        a-  0^ 
en  calculant  les  valeurs  de  pf  et  pl  relatives  à  deux  angles  6i  et 
=        ~j  on  vérifie  la  relation  donnée  dans  l'énoncé. 


50.  —  Quelle  est  la  courbe  dont  les  points  ont  des  coordonnée 
représentées  en  fonction  du  paramètre  cp  par  les  équations 

a  . 

X  =  )        V  —  0  tff  cp  ? 

cos  cp         ^  ^~ 

On  effectue  l'éliminalion  de  ©  entre  les  équations  données  en  uti- 
I 

lisant  la  relation  — —  =  \  -hia^  o  ;  on  obtient  ainsi  l'équation 

cos-  o  ^ 

a~  b- 
qui  représente  une  hyperbole. 


51.  —  Une  sécante  coupe  une  hyperbole  en  deux  points  A.  et 
lî,   et  les  asymptotes  en  deux  points    A'   et   B' ;   démontrer  que  Ic^ 
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milieux  des  segments  AB  et  A'B'  sont  confondus,  par  suite,  que 
AX'  et  BB'  sont  des  segments  égaux  et  de  sens  contraires.  Déduire 
de  là  une  construction  par  points  d'une  hyperbole  dont  on  connaît  les 
asymptotes  et  un  point  A,  en  faisant  tourner  une  sécante  autour  de 
ce  point  et  en  construisant  chaque  fois  le  deuxième  point  de  la  courbe 
situé  sur  la  sécante. 

Soient 

l'équation  d'une  hyperbole  et  celle  de  ses  asymptotes  ;  soit  y  =  tux  +  h 
l'équation  d'une  sécante.  Les  abscisses  de  ses  points  de  rencontre  A  et  B 
avec  l'hyperbole  et  celles  de  ses  points  de  rencontre  A'  et  B'  avec  le 
asymptotes  sont  les  racines  des  deux  équations 

X-      (mx  -~-  h)-      ^   ^  x^      (mx  H-  h)'-  ^ 

a-  b-  '        a-  />- 

La  demi-somme  des  racines  de  la  première  est  l'abscisse  du  milieu 


de  AB  ;  celle  des  racines  de  la  seconde  est 
l'abscisse  du  milieu  de  A'B'  ;  comme  ces 
valeurs  sont  égales,  la  proposition  est  démon- 
trée. 

La  figure  2  indique  la  construction  d'un 


^'  *  point  B  ou  d'un  point  Bi  de  l'hyperbole  situés 

sur  une  sécante  issue  d'un  point  connu  A;  on  prend  B'B  =  AA',  ou 
B'iBi  =  AAi;  cette  construction  s'applique  aux  points  d'une  branche 
aussi  bien  qu'à  ceux  de  l'autre  branche  de  l'hyperbole. 


52.  —  Exprimer  en  fonction  de  a  et  de  l'excentricité  e  les 
quantités  b  et  c  dans  le  cas  d'une  ellipse  et  dans  celui  d'une  hyper- 
bole. Dans  le  dernier  cas,  déterminer  en  fonction  de  e  le  demi-angle 
des  asymptotes. 

Dans  une  ellipse,  on  a  c  =  ae,b  =  a\/\  —  ;  dans  une  hyper- 
bole, on  a  c  =  ae,  b  —  a\^e-  —  1,  et  le  demi-angle  des  asymptotes 
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a  pour  tangente  ^ —  1  ;  e  est  égal  à  \/2  dans  le  cas  d'une  hyper- 
bole équilatère. 

53.  —  Étant  donnés  dans  l'espace  deux  points    A    et  B  de 
coordonnées  (a?i,  î/i,  Zj)  et  (0:2,3/2,^2)7  les  coordonnées  du  point  C  de 
AC 

la  droite  AB  tel  que  —  =X  ont  pour  valeurs 

""""  1+A  '    2'-"rrr'        1+5.  ' 

071  a  ainsi,  quand  \  varie,  l'expression  des  coordonnées  des  points 
successifs' de  AB.  Déduire  de  là  les  coordonnées  du  milieu  de  AB. 

La  solution  est  analogue  à  celle  de  l'exercice  34. 


54.  —  Etant  donnés  dans  l'espace  trois  points  A,  B,  C  de  coor- 
données (Xi,  î/j,  Zi),  (xo,  î/2,  ^2),  (^3, 2/3,  Z3),  montrer  que  les  coordon- 
nées d'un  point  D  du  plan  ABC  ont  pour  valeurs 

^  _  l^Xi  +  -\-  ^  _  >-1.Vl  -h  X2.V2  -f-  >^3.y3  ^ 

~~         Al  4-  A2  +  >^3        '  ^1  -H  X2  -h  >^3 

déduire  de  là  l'équation  du  plan  passant  par  les  trois  points  A,  B 
et  C. 


Soit  A'  un  point  de  la  droite  BG  tel  que  ^A.  =  ^  ;  les  coor- 
données  de  ce  point  sont,  d'après  le  problème  précédent, 

,        IjX^  -4-  X3X3  _  .V  2X2 -4- .y 3X3  ^/  _  X2Z2  +  )v3^3 

'  l2-i-h-  A2-HA3  >v2H-X3 

Soit  D  un  point  de  la  droite  AA'  tel  que        _  ^2  +  ^3 .  ^j^j^pj.  ,^ 

DA  Al 

les  mêmes  formules,  les  coordonnées  de  D  sont 

^  _  IjXi  H-  ()v2  -+-  X3)  .z^i  _  Xi3;i  H-  X2a;2  -h  ^33:3  ^ 
À)  H-  X2  -H  À3  II  -h     -f-  X3 

de  même  y  et  z. 
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Lorsque  Àj,  X,,  X3  varient,  on  obtient  les  coordonnées  des  poinls 
du  plan  défini  par  A,  B,  C;  pour  ti'ouver  l'équation  de  ce  plan,  il  suffit 
d'éliminer  Àj,  A2,  X3  entre  les  trois  équations  mises  sous  la  forme 

Xi  (x  —  Xi)  --H  X2  (x  —  x>)  H-  X3  (x  —  Xi)  =  0, 
>M  {y  —  .Vi)  +  Xo  (y  —  î/o)  +  X3  {y  —  y  s)  =  0, 

Al  (z  —  z,)        A,  (s  —  Zo)  +  X3        —  S3)  =  0, 

ce  qui  conduit  à  l'équation 


Xi 

^1 


Xo 

y^ 


0. 


En  retranchant  la  première  colonne  de  chacune  des  autres,  on 
récrit  encore 


X  Xi       Xi  —  x.> 

y  —  yi    yy  —  y^ 


y^  —  y^ 


0 


on  peut  constater  qu'elle  est  identique  à  celle  que  l'on  déduirait  des 
considérations  du  n°  114. 


55.  —  Montrer  que  les  équations 

X  —  a  cos  cp  H-  a'  sin  9, 
y  =  b  cos  cp  -t-  6'  sin  9, 
z  =  c  cos  9  H-  c'  sin  9, 

représentent  une  courbe  plane  du  second  degré  ;  déterminer  le  plan  de 
la  courbe,  et  ses  projections  sur  les  plans  de  coordonnées. 

Toute  combinaison  des  équations  données  indépendante  de  9  four- 
nit l'équation  d'une  surface  renfermant  la  courbe.  Si  l'on  considère 
cos  9  et  sin  9  comme  deux  quantités  variables,  et  si  l'on  porte  dans 
une  des  équations  leurs  valeurs  tirées  des  deux  autres,  on  obtient  le 
même  résultat  qu'en  éliminant  sin  9  et  cos  9  entre  les  trois  équations 
envisagées  comme  linéaires;  le  résultat  (n"  13)  est  l'équation 

X    a  a' 
y     h     //  =0; 
z     c  c 


elle  représente  un  plan  passant  par  l'origine  et  renfermant  la  courbe. 
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Pour  obtenir  les  projections  de  la  courbe  sur  les  plans  de  coordon- 
nées, il  faut  éliminer  cp  entre  les  équations  prises  deux  à  deux;  on  les 
résout  par  rapport  à  sin  cp  et  cos  cp  et  on  égale  à  Tunité  la  somme  des 
carrés  de  ces  deux  quantités.  Pour  la  projection  sur  le  plan  xOy,  on 
obtient  ainsi  l'équation 

{bx  —  ayy  -f-  {b'x  —  a'yy  =  {ah'  —  baj, 

qui  représente  une  ligne  du  second  ordre  ;  la  ligne  dans  Tespace  est 
aussi  du  second  ordre  ;  ^le  a  pour  centre  Torigine,  car  à  chaque  point 
M  (x,  y,  z)  donné  par  cp  correspond  un  point  M'  de  coordonnées 
( — X,  — y,  — z)  donné  par  cpH-Ti  et  symétrique  du  premier  par  rap- 
port au  point  0. 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  di  —  =  —  —       on  constate  que 

a      ()'  c 

X       u  z 

Ton  a  —  =  iL  =  —'>  et  la  ligne  se  réduit  à  une  portion  de  droite. 
abc 


56.  —  On  considère  dans  l'espace  la  courbe  définie  par  les  équa- 
tions 

X  —  cos  t  H-  \/3  sin  ^, 
y  =  co?>i  —  \/3sin<, 
z  =  —  2  cos  /  ; 

démontrer  qu'elle  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  Vorigine 
des  coordonnées  ;  déterminer  son  rayon  et  son  plan.  Former  les  équa- 
tions de  ses  projections  sur  les  plans  de  coordonnées.  Quelle  relation 
doit-il  exister  entre  les  paramètres  t  et  t'  de  deux  points  M  et  M' 
pour  que  les  rayons  aboutissant  à  ces  points  soient  rectangulaires? 

Ce  problème  est  un  cas  parliculier  du  précédent  ;  la  courbe  est 
contenue  dans  un  plan  ayant  pour  é(|uation  x-\-y  -{-2  =  0. 
La  distance  d'un  point  de  la  courbe  à  l'origine  est  égale  à 

\/x^-\-y^-^z^  =  s/l- 

elle  est  constante,  par  suite  la  courbe  est  un  cercle  de  centre  0  et  de 
rayon  V^Ô.  Les  équations  de  ses  projections  sur  les  trois  plans  de  coor- 
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données  sont 

-h  î/2  -I-        =  3,        ?/2  +  Z2  -h  Î/Z  =  3,  Z2  -f-  XZ  3. 

L'angle  de  deux  rayons  aboutissant  aux  deux  points  {x^  ?y,  z)  et 
(a;',  y\  z')  a  un  cosinus  donné  par 

cos  V  ~    — -  =  cos  U'  —  0  ; 

\/x^-{-y^-{-z-'\/x''--hy'^-i-z'-' 

pour  que  ces  ray  ons  soient  rectangulaires,  il  faut  et  il  suffît  que 
k  étant  un  nombre  entier,  positif,  nul  on  négatif. 


57.  —  Montrer  que  Von  obtient  Véquation  du  cône  ayant  pour 
sommet  l'origine  et  pour  directrice  la  courbe  d' intersection  de  deux 
surfaces  représentées  par  les  équations 

f{^,U^^)=^^>       o(x,y,z)  =  0 
en  rendant  ces  équations  homogènes,  c  est-à-dire  en  remplaçant  x, 

X     z/      z  •         ,  '  • 

y^z  par  —,  y,  y,    puis  en  éliminant  t  entre  les  deux  équations. 

Comme  application,  trouver  l'équation  du  cône  ayant  pour  sonimél 
l'origine  et  pour  directrice  le  cercle  représenté  par  les  équations 

Sérient  P  un  point  de  la  directrice,  de  coordonnées  (x,y,z),  et  M 
un  point  de  coordonnées  (a;,,  yi,  z^)  situé  sur  la  droite  OP  tel  que 
OM 


=  t:  on  a 
OP 


x      y  z 


lorsque  t  varie,  on  obtient  tous  les  points  de  la  droite  OP.  Pour 
trouver  le  lieu  de  tous  ces  points  quand  P  varie,  on  doit  remplacer 

X,  y,  z  par  dans  les  équations  de  la  ligne  et  éliminer  t 

entre  les  deux  équations  ;  ,on  peut  supprimer  l'indice  1  dans  le  résultat. 
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Dans  le  cas  donné  comme  exemple,  on  doit  éliminer  t  entre  les 
équalions 

et  Ton  trouve  comme  résultat 

yz-\-  zx^  XI/  =  0. 


58.  —  Démontrer  que  toute  section  plane  d'un  cône  de  révolu- 
tion se  projette  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  suivant  une  coni- 
que ayant  pour  foyer  le  point  de  rencontre  de  l'axe  et  du  plan  de 
projection. 

Si  l'on  prend  comme  origine  le  sommet  et  comme  axe  Oz  Taxe  du 
cône,  et  si  V  est  le  demi-angle  au  sommet,  Téquation  de  la  génératrice 
méridienne  dans  le  plan  des  xz  est  z  =  x  cotg  V  ;  l'équation  de  la  sur- 
face de  révolution  (n°  107)  est  alors 

On  ptut  supposer  le  plan  sécant  parallèle  à  Taxe  Oy  ;  il  coupe  le 
plan  xOy  suivant  une  droite  dont  nous  appellerons  l'abscisse  à;  si  cp 
est  l'angle  qu'il  fait  avec  Oz,  l'équation  de  ce  plan  est 

z  =  Çx  —     cotg  cp. 

La  projection  sur  le  plan  xOy  de  la  courbe  d'intersection  du  cône 
et  du  plan  a  pour  équation 

(x  —  a)- cotg2    =  (x~  -f-  y-)  cotg-  V  ; 

elle  exprime  que  les  distances  MO  et  MH  d'un  point  M  de  cette  projec- 
tion à  l'origine  et  à  la  droite  d'équation  x — «  =  0  sont  telles  que 
l'on  ait 

MO"  _  X-  -4-  y-  _  cotg^9  . 
MÏÏ'~  (-^  — «)'""cotg2  V 

par  conséquent  (n''^  92,  96,  97)  cette  projection  est  une  conique  ayant 
pour  foyer  le  sommet  du  cône  et  pour  directrice  la  trace  du  plan 
sécant  sur  le  plan  mené  par  ce  sommet  perpendiculairement  à  Taxe. 

L'excentricité  a  poui*  valeur  c  - suivant  que  o  est  supérieur, 
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inférieur  ou  égal  à  V,  la  conique  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une 
parabole. 

On  arrive  au  même  résultat  en  transformant  l'équation  de  la 
projection  en  coordonnées  polaires  ;  on  obtient 

/      r      \o    .  0        0    j.  9  T7-  «  cotof  cp  ta:  V 

(p  cos  6  —  a)-  cotg-  cp  =  P-  cotg2  V,       c  =  —  ^  ^  ^   ■  • 

^      o  .      r      o     »  d=  1 -I- cotg  9  tg  V  cos  6 


59.  —  Une  surface  réglée  est  définie  par  les  équations 

X  ==  (a z)  cos  t ,       3/  =  («  —  2)sin^, 

t  étant  un  paramètre  variable.  Former  l'équation  de  cette  surface 
et  étudier  ses  sections  par  des  plans  parallèles  au  plan  xOy. 

L'équation  de  la  surface,  obtenue  en  éliminant  /  entre  les  équations 
données,  est 

{a-hzy-Ça  —  zy 

la  section  par  un  plan  d'équation  z  =  h  est  une  ellipse  de  demi-axes 
|a-l-A|et|a  —  h\;  comme  cas  particuliers:  pour /i  =  0,  la  section  par 
le  plan  des  xy  est  un  cercle;  pour  h  =  a,  elle  est  une  droite  double 
parallèle  à  O.c;  pour  h  =  — a,  une  droite  double  parallèle  à  Oy. 

On  obtient  le  même  résultat  en  remarquant  que  pour  z  donné  les 
équations  définissent  les  coordonnées  des  points  d'une  ellipse  en 
fonction  du  paramètre  angulaire  t  (n°  92). 


60.  —  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  d'un 
triangle  ou  d'un  tétraèdre  dans  l'espace. 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  d'un  triangle  de  sommets 
\i(Xi,  î/i,  zi),  A2(a:2, 2/2,  ^2),  MÇ^^^  yz,  ^3)  se  déduisent  des  formules  de 
l'exercice  54  par  un  calcul  analogue  à  celui  de  l  exercice  39,  et  sont 

-        Xx-\-  X.2  -f-  073  yi-+-  y  2  H-  y 3  y        Zl  H-  ^2  -t-  ^3 

Si  Ton  forme  un  tétraèdre  ayant  pour  sommets  les  trois  points, 
précédents  et  un  quatrième  point  A4(x4, 2/4,  zj,  le  centre  de  gravité  G' 
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de  ce  tétraèdre  est  situé  sur  la  droite  GA4,  et  partage  cette  droite  en 
<leux  segments  A4G'  et  G'G  de  rapport  3  ;  on  a  de  cette  façon 

ti  ,       -4-  3^  _  a?!  -f-  X.2  +     -+-  X,,      ^Xy  ,  ^,  Hz, 


61.  —  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistanis  de 
deux  points  donnés  ou  de  trois  points  donnés. 

Trouver  le  lieu  des  points  équidistanis  de  deux  plans  donnés  ou 
de  trois  plans  donnés. 

Trouver  le  lieu  des  points  équidistanis  de  deux  droites  données. 

Soient  des  points  donnés  Ai(a;i,  y^,  Zy),  Ao^x.y,  y^,  ^2),  A3(a:3,  î/3,  Z3), 
et  soit  k(x,y,z)  un  point  de  Fespace;  d'après  la  formule  du  n°  103 
donnant  le  carré  de  la  distance  de  deux  points,  le  lieu  des  points  A 
équidistanis  de  Ai  et  A2  est  représenté  par  Téquation 

{x  -  x,y  -4-  Cv  -  y, y  +-(^  -^-if  =    -  ^ù'  -4-  0/  -  y.^'  4-  (z  -  z.^\ 

qui  se  réduit  à 

_  .0  [:c - 24:^]  +      _ [y  _  Ul+ll-^ 

•elle  représente  le  plan  passant  par  le  milieu  de  la  droite  Ai  A2  et  per- 
pendiculaire à  cette  droite  (n°  H  3). 

Si  Ton  joint  à  cette  équation  celle  du  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  Ai  A3  en  son  milieu,  analogue  à  la  précédente,-  on  obtient  les 
équations  de  la  droite,  lieu  des  points  équidistants  des  trois  points 
Ài,A2,  A3;  elle  est  perpendiculaire  au  plan  du  triangle  de  ces  trois 
points,  et  passe  i)ar  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

Soient 

A,t-hB,î/  +  C,z-+-D,  =  0       (i  =  1,2,  3) 
les  équations  de  trois  plans  Pj,  P2,  P3;  d'après  la  formule  du  n°  116, 
un  point  K(x,  y,  z)  sera  équidistant  des  deux  plans  Pi  et  P2  ;  si  l'on  a 

\  alcur  abs.  de  — '  ^--^  ^^=^ 

d=v/Af-Hi3f  +  q 

=  Valeur  abs.  de  ^^^-^M±,^P^; 

div/Al-hBI-4-Cl 
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suivant  les  signes  des  radicaux,  cette  équation  est  équivalente  à  Tune 
ou  l'autre  des  équations  comprises  dans  la  formule 

A,x  -+-  Bi y  +  Cl-  -4-  Di  _  A.jj:  -h  B,!/  +  C^z  -h  D2 . 
ztz/Âf+BjTq     ~     ±v/A!-t-Bl  +  Cl  ' 

ces  équations  se  réduisent  à  deux  distinctes  et  représentent  les  deux 
plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  plans  Pi  et  P2. 

Le  lieu  des  points  équidistants  des  trois  plans  P^,  P2,  P3  est  repré- 
senté par  l'ensemble  des  équations 

XjX  -h  B,y  -4-  Ci:;  +  Di  _  A-i^^  B.y  -h  CgS  H-  D2 

±v/X[+BfTCÏ     ~     ±v/Al4-Bl  +  Ci 

^  A3X  +  B^y  -h  CjZ  -f-  D3 . 

±v/A^-hB^-f-q 

comme  on  peut  toujours  fixer  le  signe  du  premier  radical  sans  modifier 
le  système  de  ces  équations,  on  voit  qu'il  y  a  seulement  quatre  combi- 
naisons possibles  des  signes,  à  cbacune  desquelles  correspond*  une 
droite;  les  quatre  droites  ainsi  obtenues  sont  celles  suivant  lesquelles 
se  coupent  trois  des  plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  par  les  trois 
plans  ;  ce  sont  les  lieux  des  centres  des  sphères  inscrites  dans  ces 
trièdres. 

Soient  enfin  Di  et  D2  deux  droites  représentées  par  les  équations 

x  —  x^  ^  y  -  ;/i  ^  z  —  Zj  x  —  x,  ^  y  —  y 2  ^  z  —  z^ . 

61  Cl  h-i  C2  ' 

le  carré  de  la  distance  d'un  point  (x,  y,  z^  à  la  première  de  ces  droites 
(nM16)est 

\a,{x  —  X,)  +  h,  {y  —  y,)  -\~  Ci(z  —  z,)]^ . 

«n  égalant  cette  expression  à  celle  que  l'on  peut  former  d'une  manière 
analogue  pour  la  deuxième  droite,  on  obtient  l'équation  du  lieu;  elle 
est  du  deuxième  degré  et  peut  s'écrire  sous  la  forme  P  =  QR,  avec 

P  =  2 -      [x  -  ïi^^]  +  2 -  _ 

+  2(z.-.0[--^^]. 


44  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

Q  —  R^ai(x  —  x,)-hb,  (y  —  y,)  -f-  c,(z  —  z^) 

Q  +  R  _  a-2(x  —  x.^  -h  6-2 (y  —  y.^  -h  Co(:;  —  ^2) . 
2  \/at  -+-bl-hcl 

la  surface  qu'elle  représente  est  du  deuxième  ordre  et  du  genre  para- 
boloïde  hyperbolique. 


62.  —  Montrer  que  pour  que  quatre  plans  représentés  par  des 
équations  de  la  forme 

+  B?/ +  Cz -h  D  =:  0 

aient  un  point  commun,  il  faut  que  le  déterminant  formé  par  les 
coefficients  de  x,  y,  z  et  les  termes  connus  dans  ces  équations  soit  nul. 

'En  raisonnant  comme  dans  Fexercice  38,  il  faut  que  les  équations 
des  quatre  plans,  considérées  comme  linéaires  à  trois  inconnues  x,  y,  z, 
soient  satisfaites  par  un  même  système  de  valeurs  de  ces  inconnues; 
par  conséquent  (n<^  15)  le  déterminant  des  coefficients  et  des  termes 
connus  doit  être  nul. 


63.  —  Par  deux  droites  D  et  D'  on  fait  passeY  des  plans  P 
et  P'  assujettis  à  la  condition  d'être  perpendiculaires.  Lieu  de  la 
droite  d'intersection  de  ces  deux  plans.  Cas  oii  D  et  D'  sont  deux 
droites  concourantes. 

Il  y  a  avantage  à  représenter  les  droites  D  et  D'  la  première  comme 
intersection  de  deux  plans  Pi  et  P2,  la  seconde  comme  intersection  de 
deux  autres  plans  P[  et  Pg;  d'après  le  n°  115,  les  équations  des  plans  P 
et  P'  sont  respectivement  de  la  forme 

(Al  -f-  X  A2)  ^  +  (Bi  -t-  X  B2)  y  -+-  (Ct  +  X  C2)    4-  (D.  -f-  X  Ds)  =  0, 

(a;  +  X'  AO  X  H-  (b;  +  x'  bo  y  4-  (c;  h-  x'  q)  z  +  (d; + x'    =  o. 

La  condition  pour  qu'ils  soient  rectangulaires  est  (n°  113) 

(a.-i-xa2)(a;-i-x'aû 

-+-  (B,  +  XH,)  (r;  -h  À'B3 + (c.  H-  xco)  (c; + x'co  -  o  ; 
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on  aura  réquation  du  lieu  en  éliminant  X  et  >/  entre  les  .trois  équa- 
tions précédentes;  le  résultat  est  une  équation  du  second  degré,  que 
l'on  peut  écrire  d'une  manière  abrégée  sous  la  forme 

aPiP.,  +  pp,p;  +  yp;p2  +  8p;p^  =  o, 

en  appelant  Pi,  P2,  PJ,  P2  les  premiers  membres  des  équations  des 
.quatre  plans,  et  a,  [3,  y,  0  quatre  coefficients  constants.  Sous  cette 
forme,  on  voit  que  la  surface  du  second  ordre  trouvée  comme  lieu  passe 
par  les  quatre  droites  suivant  lesquelles  les  plans  Pi  et  P2  coupent 
respectivement  les  plans  P(  et  P2. 

On  peut  démontrer  géométriquement,  et  aussi  analytiquement  en 
prenant  par  exemple  la  droite  D  comme  axe  des  s,  que  toute  section 
du  lieu  par  un  plan  perpendiculaire  à  Fune  des  droites  D  ou  D'  est 
un  cercle. 

Dans  le  cas  oîi  les  droites  sont  concourantes,  les  plans  passent 
tous  par  leur  point  de  concours,  et  le  lieu  est  un  cône  du  second  ordre. 


64.  —  Trouver  la  condition  pour  que  deux  droites  données  par 
leurs  équations  soient  dans  un  même  plan. 

Si  l'on  considère  les  droites  comme  données  chacune  par  Tinter- 
section  de  deux  plans,  ainsi  que  cela  a  eu  lieu  dans  Texercice  précédent, 
il  faut  que  les  quatre  plans  Pi,  P2,  P^  et  P^  aient  un  point  commun; 
par  suite,  d'après  l'exercice  62,  il  faut  que  le  déterminant  des  coefficients 
et  des  termes  connus  dans  les  équations  de  ces  plans  soit  nul. 

Un  cas  particulier  est  celui  où  les  droites  sont  parallèles.  Si  a,  5,  c 
sont  les  paramètres  directeurs  de  leur  direction  commune,  on  doit 
avoir  les  conditions 

Aia-hBi6-f-CiC  =  0,  A^a -f- B;6 -f- CJc  =  0, 

A2a+B26+C2c  =  0,  Ka-hKb^C;,c  =  0. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  12,  les  quatre  déterminants  du 
troisième  degré  formés  au  moyen  des  coefficients  A,  B,  G  doivent  être 
tous  les  quatre  nuls;  dans  ce  cas,  du  reste,  le  déterminant  des  coeffi- 
cients A,  B,  C,  D  est  forcément  nul. 
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Si  Ton  veut  résoudre  la  même  question  lorsque  les  équations  des 
droites  sont  données,  comme  au  n®  112,  en  mettant  en  évidence  les 
paramètres  directeurs,  on  écrit  qu'à  un  point  commun  correspondent 
des  valeurs  p  et  p',  telles  que  Ton  ait 

iCo^     =  ^1  + p'«',    î/o-l- pfe  =  î/i -t- p'6',    Zo -f- pc  =  2i -f- p'c' ; 

ces  équations  du  premier  degré  en  p  et  p'  doivent  être  compatibles 
et,  d'après  le  n°  13,  il  est  nécessaire  que  le  déterniinant 


Xq  —  Xi 

a 

a' 

yo  —  yi 

h 

h' 

Zq  Zi 

c 

c' 

soit  nul.  Dans  le  cas  particulier  où  les  droites  sont  parallèles,  les  para- 
mètres directeurs  doivent  être  proportionnels. 


65.  —  Trouver  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  à 
deux  droites^'  on  formera  l'équation  d'un  plan  parallèle  aux  deux 
droites,  puis  on  mènera  par  chacune  de  ces  droites  un  plan  perpen- 
diculaire à  celui-là.  Calculer  la  plus  courte  distance  des  deux  droites. 

Supposons  que  les  droites  soient  données  en  mettant  en  évidence 
les  paramètres  directeurs,  comme  dans  Texercice  précédent;  un  plan 
parallèle  aux  deux  droites  a  pour  coefficients  (n°  114) 

K  —  hc'—cb\      B  =  ca'  —  ac\      C  =  ab'  —  ba'. 

Pour  calculer  la  plus  courte  distance  des  deux  droites,  il  suffit  de 
prendre  un  point  de  D'  et  de  déterminer  sa  distance  à  un  plan  mené 
par  D  parallèle  à  D'  ;  ce  plan  a  pour  équation 

A  (a^  -  xo)  +  B  (2/  —  î/o)  4-  C  (z  -  Zo)  =  0 , 

et  la  distance  cherchée  a  pour  valeur 

A  (Xi  —  g^o)  H-  B  Cvi  —  yo)  -4-  CJzi  —  Zp) ^ 
dzv/A2  +  B2-4- 

où  A,  B,  c  ont  les  valeurs  calculées  précédemment. 

Pour  trouver  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune,  on  con- 
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sidère  un  plan  mené  par  D  perpendiculaire  au  plan  précédent  ;  il  a 
pour  équation 

x  —  xq    y  —  yo    2  —  ^0 
a  b  c  —0 

ABC 

de  la  même  manière,  on  considère  un  plan  mené  par  D'  perpendicu- 
laire aussi  au  même  plan;  les  équations  des  deux:  plans  ainsi  formés 
sont  celles  de  ta  perpendiculaire  coiximune. 


66.  —  Des  vecteurs  représerités par  les  côtés  successifs  d'un  trian- 
gle parcourus  dans  un  même  sens  de  circulation  forment  un  système 
équivalent  à  un  couple.  Généraliser  pour  un  polygone  quelconque. 

Le  polygone  des  vecteurs  représentés  par  les  côtés  successifs  d'un 
contour  est  identique  à  ce  contour;  si  donc  celui-ci  est  fermé,  la  résul- 
tante générale  est  nulle  et  le  système  est  équivalent  à  u)i  système  nul 
ou  à  un  couple.  Dans  le  cas  d'un  triangle,  le  système  est  réductible  à 
un  couple,  dont  le-moment  s'obtient  en  prenant  la  somme  des  moments 
des  vecteurs  par  rappoi  t  à  l'un  des  sommets  du  triangle  ;  cette  somme 
se  réduit  au  moment  du  côté  opposé  et  a  pour  valeur  le  double  de  la 
surface  du  triangle;  le  vecteur  représentatif  est  perpendiculaire  au 
plan  du  triangle  dans  un  sens  tel  que  pour  un  observateur  placé  suivant 
ce  vecteur,  le  sens  de  circulation  sur  les  côtés  du  triangle  soit  positif 
<  (nM19). 

Dans  le  cas  d'un  polygone  fermé  quelconque,  plan  ou  gauche,  si 
l'on  trace  des  diagonales  issues  de  l'un  des  sommets,  on  forme  une  suite 
de  triangles  ayant  chacun  un  côté  commun  avec  le  précédent;  en 
plaçant  sur  les  diagonales  des  vecteurs  égaux  et  opposés  représentés 
par  ces  diagonales  supposées  parcourues  dans  des  sens  opposés,  on  voit 
que  l'on  est  ramené  à  une  suite  de  triangles  analogues  aux  précédents. 
Chacun  des  systèmes  représentés  par  les  côtés  de  ces  triangles  est  réduc- 
tible à  un  couple  ;  il  en  est  de  même  du  système  total,  et  Ton  obtiendra 
le  moment  résultant  en  composant  géométriquement  les  vecteurs 
représentatifs  des  moments  partiels. 

On  peut  retrouver  ce  résultat  par  le  calcul:  si(a:,,2//,  z,)(/  =  0, 1,  n), 
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sont  les  coordonnées  des  sommets  successifs,  le  dernier  étant  confondu 
avec  le  premier,  le  vecteur  de  rang  /c  joignant  le  point  d'indice  A; —  1 
au  point  d'indice  k  a  pour  projections 

\,^  =  Xk  iCfc  — 1?        ^k'=yk  yk—l,         ^^k  =  ^-k  ^-k  —  l- 

On  voit  d'abord  que  SX^  —  0,  SY^  =  0,  SZ^  =  0,  ce  qui  montre 
que  la  résultante  est  nulle;  la  projection  sur  l'axe  Ox  du  moment 
résultant  est  fournie  par  l'équation 

L  =  S  [yk-i(zk  —  Zk-i)  —  Zk-i(yk  —  yk-i)  =  '^{yk-i Zk  —  ^k-iyk) 

et  des  équations  analogues  donnent  les  projections  M  et  N  du  moment 
résultant  sur  les  autres  axes. 


67.  —  Lieu  des  points  de  Vespace  tels  que  le  moment  résultant 
d'un  système  de  vecteurs  par  rapport  à  chacun  d'eux  soit  parallèle  à 
une  droite  donnée.  Discussion  des  différents  cas. 

Soient  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  six  coordonnées  d'un  système  de  vec- 
teurs, et  X,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  A  de  l'es- 
pace; le  moment  résultant  du  système  par  rapport  au  point  A  est 
(n«  \2\) 

L'  =  L  —  (yZ  —  sY),     M'  =  M  —  C^^X  —  xZ),     N'  =  N  —  (xY  —  tj\). 

Laissons  de  côté  le  cas  peu  intéressant  où  le  système  de  vecteurs 
se  réduit  à  zéro  ;  examinons  le  cas  particulier  où  X,  Y,  Z  sont  tous  les 
trois  nuls;  le  système  se  réduit  à  un  couple  et  le  moment  résultant  est 
toujours  parallèle  à  une  direction  fixe;  le  problème  est  donc  indéter- 
miné ou  impossible,  suivant  que  la  droite  donnée  est  ou  n'est  pas  paral- 
lèle à  cette  direction. 

Dans  le  cas  où  la  résultante  générale  n'est  pas  nulle,  les  condi- 
tions pour  que  le  moment  résultant  soit  parallèle  à  une  droite  donnée 
de  paramètres  directeurs  a,  b,  c  s'obtiennent  en  écrivant  que  L',  M',  N' 
sont  proportionnels  à  a,  b,  c,  ou  bien  que  l'on  a,  en  désignant  par 
t  la  valeur  commune  des  rapports, 

7yZ  —  zX  =  h  —  al,     z\—xZ==U  —  bty     x\  —  yX  =  N  —  c/. 

On  peut  remplacer  l'une  des  équations  par  la  combinaison  obtenue  en 
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ajoutant  les  produits  des  équations  |>ar  X,  Y,  Z  respectivement, 
c'est-à-dire 

0  =  LX  -hMY-h  NZ  —  (aX  4-  6Y  -f  cZ)l  ; 

on  obtient  alors  les  cas  suivants  : 

1°  La  résultante  générale  X,  Y,  Z  n'est  pas  perpendiculaire  à  la 
direction  donnée;  la  somme  aX-f-6Y-f-cZ  n'est  pas  nulle;  la  der- 
nière équation  donne  une  valeur  unique  pour  /  et  deux  des  équations 
précédentes  déterminent  le  lieu  du  point  Çx,  y,  z)  ;  elles  représentent 
une  droite  particulière,  parallèle  à  la  résultante  générale. 

2°  La  résultante  générale  est  perpendiculaire  à  la  direction  donnée, 
et  en  outre  le  système  n'est  pas  réductible  à  une  résultante  unique;  la 
somme  LX-f-MY  +  NZ  n'est  pas  nulle,  l'équation  en  t  est  impos- 
sible et  le  problème  n'a  pas  de  solution. 

3°  La  résultante  générale  est  perpendiculaire  à  la  direction  donnée 
et  de  plus  le  système  est  réductible  à  une  résultante  unique  R  ;  la 
somme  LX-i-MY-{-NZ  est  nulle,  l'équation  en  t  est  identiquement 
satisfaite  et  les  équations  se  réduisent  à  deux  distinctes.  L'élimination 
de  t  entre  deux  d'entre  elles  fournit  l'équation  d'un  plan  qui  est  le 
lieu'cherché. 

En  prenant  comme  origine  un  point  de  la  résultante  unique  R, 
les  quantités  L,  M,  N  sont  nulles,  et  l'équation  du  lieu  se  réduit  à 
ax  -\-  by  -\-  cz  =  0  ;  elle  représente  un  plan  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion donnée  et  contenant  la  résultante  R. 


68.  —  Générali,ser  dans  l'espace  les  problèmes       45  et  46. 

En  utilisant  des  notations  analogues  à  celles.de  l'exercice  45,  on 
voit  que  le  lieu  des  points  (x,  y,  z)  dont  la  somme  des  carrés  des 
distances  à  des  points  donnés  est  égale  à      a  pour  équation 

n  n  '  n         n  n 

cette  équation  représente  une  sphère  dont  le  centre  est  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  donnés. 

La  condition  pour  que  deux  sphères  représentées  par  les  équations 

x^  -f- y- -hz^-^  2ax  H-  2by  -\-  2cz  -f-  r7  =  0, 
x^  H-  y-  -h  z^  +  2a' X  +  2b' y  -+  2c' z  4-  c/'  =  0, 
VoGT.  —  Solut.  4 
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se  coupent  orthogonalement  est 

2aa'  -h  2bb'  ^  2cc'  —  d  —  d'  =  0. 


69.  —  Trouver  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à 
un  tétraèdre  connaissant  les  coordonnées  de  ses  sommets. 

Soient  A,  (a:,^  s,)  (i  =  1,  2,  3,  4)  les  sommets  du  tétraèdre,, 
k(Xy  y,  z)  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  et  R  le  rayon  de  cette 
sphère;  les  quatre  inconnues  x,  y,  z  et  R  sont  fournies  par  les  quatre 
équations 

(x  -  xi)^  +  (y  -  yi)^  +  (c  -  z,y  =  R'  =  1 ,  2,  3,  4). 

On  peut  les  considérer  comme  quatre  équations  du  premier  degré^  par 
rapport  aux  inconnues  x,  y,  z  et  /  ^  R-  —  (x-  -|-  y^  -h  z-)  ;  en  posant 
Tf  =  x'}  -+-yl-+-zj,  elles  sont  de  la  forme 

2xxi-h2yyi^2zzr^  t  =  rj. 

Ces  équations  ont  une  solution  unique  si  le  déterminant  des  coef- 
ficients des  inconnues  n'est  pas  nul;  d'après  le  n°  114,  ce  déterminant 
n'est  nul  que  si  les  quatre  points  Xi,  yi,  Zi  sont  dans  un  même  plan  ; 
dans  le  cas  d'un  véritable  tétraèdre,  il  n'y  a  donc  qu'un  système  de 
valeurs  de  x,  y,  z  et  i,  par  suite  de  R,  fourni  par  le  système  précé- 
dent. 


70,  —  Démontrer  que  l'ellipsoïde,  les  hyperboloïdes,  le  cône,  le 
paraboloïde  elliptique  et  le  cylindre  elliptique  possèdent  des  sections 
circulaires.  Pour  les  déterminer,  on  opère  un  changement  d'axes  de 
coordonnées  en  conservant  l'un  des  axes  et  faisant  tourner  les  deux 
autres  dans  leur  plan  d'un  angle  a;  on  détermine  a  de  façon  que 
la  section  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  <i  l'un  des  nouveaux 
plans  de  coordonnées  soit  une  circonférence. 

L'équation  d'une  surface  de  second  ordre  .lyant  un  centre  j)eut 
être  ramenée  à  la  forme 

Ax^  |-Bj/--hCc-  — D^-O 
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elle  représente  un  ellipsoïde  ou  un  liyperboloïde  si  aucun  des  coeffi- 
cients n'est  nul,  un  cône  si  D  est  nul,  et  un  cylindre  parallèle  à  Oz  si 
C  est  nul. 

Coupons  la  surface  par  un  plan  P  passant  par  l'axe  Oy,  tel  que 
sa  trace  Ox'  sur  le  plan  xOz  fasse  avec  Ox  un  angle  a  :  pour  tout  point 
M  de  ce  plan^  de  coordonnées  x',  y  par  rapport  aux  axes  Ox'y^  on  a 

x  =  x'  cos  a,       z-=^x'  sin  a  ; 

par  suite  Téquation  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  est 

(A  cos2  a  +  C  sin2  a)  x'^-  -h  B?/^  _  D  =  0  ; 

elle  représente  un  cercle  si  les  coefficients  de  x'"^  et  de  sont  égaux, 
c'est-à-dire  si  Ton  a 

B  — A 


C  sin^  a  =  B,      d'où      tg^  a 


C  — B 


Cette  équation  donne  des  valeurs  réelles,  égales  et  de  signes  con- 
traires pour  tg  a  si  B  est  compris  entre  A  et  C  ;  on  en  conclut  que 
quels  que  soient  les  grandeurs  et  les  signes  des  coefficients  A,  B,  C, 
la  surface  a  toujours  des  sections  circulaires;  les  plans  de  ces  sections 
passent  par  l'axe  correspondant  au  coefficient  dont  la  valeur  est  com- 
prise entre  les  deux  autres 

Supposons  maintenant  que  la  surface  soit  un  paraboloïde  ellip- 
tique représenté  par  l'équation 

•^  +  -  —  2^  =  0; 
P  q 

le  même  calcul  que  précédemment  donne  comme  équation  de  la  sec- 
tion par  le  plan  x'Oy 

y-  ,  x''^  sin-  a     ^  ,  ^ 
^  H  2x'  cos  a  =  0  ; 

P  y 

\      sîn^  OL 

cette  section  sera  un  cercle  si  l'on  a  —  =  -  Cette  équation  four- 

p  q 

nit  pour  sin  a  deux  valeurs  auxquelles  correspondent  des  sections  cir- 
culaires si  q  est  inférieur  à  /)  ;  si  9^  est  supérieur  à  p,  il  suffit 
d'intervertir  le  rôle  des  axes  Oy  et  Oz. 

Remarquons  enfin  que  si  une  surface  du  second  ordre  est  coupée 
suivant  un  cercle  par  un  plan  P,  elle  est  aussi  coupée  suivant  un  cercle 
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par  tout  plan  parallèle  à  P.  Il  suffit  pour  le  voir  de  prendre  des  axes 
de  coordonnées  tels  que  le  plan  P  soit  le  plan  des  xy;  l'équation  de  la 
surface  est  de  la  forme 

_|_  ^2  _^  2ax  4-  2by  -h  c  -h   (a.r  +  pî/  +  yz  +  B)  =  0, 

puisque  la  section  par  le  plan  z  =  0  doit  être  un  cercle  ;  on  voit  que 
la  section  de  cette  surface  par  un  plan  d'équation  z  —  h  est  encore 
un  cercle. 


III.  —  EXERCICES  SUR  LES  DÉRIVÉES  ET  LES  DIFFÉRENTIELLES 


71.  —  Exercices  sur  les  dérivées,  avec  les  résiillats, 

FONCTIONS  DÉRIVÉES 


{x-^x-V  \){x-  —X-^\), 

{^x^\)\x'-  —  l^)\ 

ax  —  h 
ax-^b 

1  —  ' 

X-  H-  x-f- 1 
X-  —  X  -f-  t 

1 

>/ax-\-b 
 \  _ 

X 

\Ja^  x:^ 


,        1    X 

1  -F  X 


log  ti 


■î^  X 

4-  +  Y 


n  sin  2.r 
1  —  n  ces  2x 


4x(x2  -^3x  — 3), 
2x(2a;-2H-l), 

(5x     1  )3     _  4)2  (50x-2     6a;  —  80), 

{ax-^-by' 
2x 

—  2x^  +  2 
(x^  —  x-\-  1)^ 

—  a  . 


2^{ax  -h  by 

X 

v/(a2  +  -^)3' 
—  2xe-^% 
 2 

1 

\/  a-  +  a:;^^ 
1 

■  —  5 

COS  X 

2n  (cos  2x —  n) 
(1  —  n  cos  2x)^ 
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FONCTIONS 


arc  tg— ^— 
1  —  X- 


arc  U 


arc  sin 


in  2x\/ 1  — x^. 


DERIVEES 


i  -\-  X' 
 \_ 


v/r 


Les  règles  de  calcul  indiquées  aux  n"*  136  et  suivants  conduisent 
aux  résultats  mentionnés  ;  nous  ferons  seulement,  au  sujet  des  trois 
dernières  fonctions  proposées,  les  remarques  suivantes: 


Si 


arc  Igx  ei^  =  arc  tg 


2x 


on  a  a:  =  tg  a  et 
2x 


2x 


mais  tg  2a  a  également  pour  valeur  —  donc  ^  =  2ol  -\-  kiz  ;  la 

2 

dérivée  de  ^  est  égale  à  deux  fois  la  dérivée  de  a,  ou  à  — 


mais  ter  a 


Si  a  =  arc  sin  X  et 
sin  a 


arc  tg 


15  ona£c  =  sina, 


-  x^ 

X 


v/l— ^2  '\/l—x^ 
=)  donc  p  =  a  4-  k-K  et  la  dérivée  de 


yi  —  sin'^  a     \/l  —  x^ 
p  est  égale  à  celle  de  a  ou  de  arc  sin  x. 

Si  a  =  arc  sin  et  |B  =  arc  sin  2a:\/l — x^,  on  a  a?  =  sin  a  et 
2a:y/ 1  — x'^  =  sin  p  ;  mais  sin  2a  =  2x[/ 1  —  ic^,  donc  ^  et  2a  ayant  le 
môme  sinus  sont  tels  que  ^  =  2k'K  -\-  2a,  ou  ,3  =  (2/i  -f-  l)7c  —  2a  ;  la 
dérivée  de  ^  est  égale,  au  signe  près,  à  deux  fois  la  dérivée  de  a  ou  de 
arc  sin  x. 


72.  —  D'après  Chrisloffel,  Vindice  de  réfraction  d'un  rayon 
lumineux  de  longueur  d'onde  X  est  donné  par  la  formule 

n  =  -  ""^^ 

Ho  et  Xo  étant  des  constantes.  Calculer  la  dérivée  de  n  par 
rapport  à  X. 
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00 


En  multipliant  haut  et  bas  par  la  quantité  conjuguée  du  déno- 
minateur, on  peut  d'abord  écrire  n  sous  la  forme 


2Xn 


on  trouve  alors 


n  = 


4À, 


2  -f-  — 


9  ^ 

À 


73.  —  Déterminer  la  dérivée  cC ordre  n  de  -X=^  de  sin  ax  et  de 


\/x 


Les  dérivées  successives  de  y  —x    2  sont 
i  „  1    3  -A 


=  (—!)"  ^x    \  2j; 


9" 

celles  de  J3  =  sin  ax  sont 


a  cos  ax  =  a  sm 


a.c  +  Y"  j ,  z"  =  a-  sin  Çax  -f-  2  , 
=  a"  sin  ^«j:  +  n  ; 


celles  de  u  =^  log  (1  H-  o^)  sont 
1 


=  ({-i-x)-\   «"  =  (_!)  (l+;r)-2, 


1  -i-  a; 

u(n)  =  (_l)«-il.  2.  .  .(n  —  l) 


74.  —  Montrer  que  la  dérivée  d'un  produit  uv  est  donnée 
par  la  formule  suivante,  qu'on  appelle  formule  de  Leibniz  : 

yn  ^  _|_  JL  u^n-i)^,  ^  2^  -\  ^ 

coefficients  successifs  étant  ceux  du  binôme. 
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Pour  71  =  1 ,  2,  3,  on  a  bien 

y'  =  u'v 4-  uv',  y"=  u"v  H-  2u'v'  +  uv\  y'"=:  u"V-f-  3« V-}-  Su V+  uv'". 

Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n°  16,  il  suffit  de  monlrer 
que  si  la  formule  est  supposée  vraie  pour  n,  elle  Test  encore  pour  n-\-  \. 
En  prenant  la  dérivée  des  deux  membres  de  t/^''^,  on  a 


y{n  +  1)  —  y(n  -+-  l)y 


n{u  —  1) 


1  •  2 

T 


ce  qui  est  bien  identique  à 

C n  _l_  Wn 

.  .  .  .  -f-  i>; 

la  formule  se  trouve  ainsi  démontrée  pour  toutes  les  valeurs  de  n. 


71-4-1     /„N   ,        (77-1-1)71     ,  . 

1  1-2 


75.  —  Vérifier  que  les  fonctions  cos  hx  et  e""""  sin  hx  salis^ 
font  à  la  relation 

y"  —  2ay'  -h  (a^     h'^y  =  0. 
La  première  des  deux  fonctions  a  pour  dérivées  successives 
y!  _  Qax(^a  cos  hx  —  6sin  hx)^ 
y"  =  e'^^a^  cos  bx  —  2ab  sin  bx  —  b-  cos  6a;), 

et  elle  satisfait  bien  à  la  relation  donnée  ;  il  en  est  de  même  pour  la 
deuxième  fonction. 


70.  —  Etudier  les  variations  des  fonctions  suivantes,  et  construire 
y  I     les  courbes  représentatives  : 

1"  y  =  x^ -\- px- -h  q . 

Cette  fonction  a  pour  dérivée  y'  =  ^x(^x^-h-^^' 


Fig.  3. 


Si  p  est  positif,  la  dérivée  ne  s'annule  que  pour 
x  =  0,  en  passant  du  négatif  au  positif;  il  en  résulte 
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que  la  fonction  passe,  pour  a:  =  0,  par  un  minimum  égal  à  q 
(fig.  3). 

Si/)  est  négatif,  la  dérivée  s'annule  pour  x  =  0  et  en  outre  pour 
x^àz^—-^',  on  a  alors  le  tableau  des  variations  et  la  courbe 
ci-contre  (fig.  4). 

y 

décroît 

P' 

min.  cf  — '-— 

'■  4 

croît 
max.  q 
décroît 

P"' 

min.  u  —  V 
^  4 

croît 
H- 00 

On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  étudiant  les  variations 
entre  X  =  0  et  X  =  Hr-oo  de  la  fonction  y  =  -h  pX -h  çr,  qui  se 
déduit  de  la  première  en  posant     —  \. 

2''  y  =  {x  —  \JÇ:)  —  xf. 

Cette  fonction  a  pour  dérivée  y'  =  {x —  1)^(5  —  £c)  (17  —  5x). 
La  dérivée  s'annule  d'abord  pour  x—{  sans  changer  de  signe,, 
ce  qui  correspond  à  un  point  d'inflexion  de  la  courbe  représentative  ; 

17 

ensuite  pour  a?  =  5  et  a:  =  —  en  changeant  de  signe  ;  on  a  le  tableau. 

0 

des  variations  et  la  courbe  représentative  (fig.  5). 
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Fis.  3. 


17 

5 


y 

croît 
0  inflexion 
croît 
123.8-2 


max 


5^ 
décroît 
min  0 
croît 

-1-00 


3« 


Cette  fonction  est  discontinue  pour  a:  =  0  ;  sa  dérivée,  y'  =  \-  7» 

s'annule  ou  ne  s'annule  pas  suivant  le  signe  de  a. 

Si  a>0,  la  dérivée  s'annule  pour  x  =  ±\/a,  on  a  le  tableau 
et  la  courbe  ci-contre  (fîg.  6). 


6. 


X 

y' 

y 

 00 

-4- 

—  00 

croît 

—  V^a 

max .  —  2\/a 

décroît 

0 

—  00 

décroît 

min.  4-  2\/a 

croît 

-h  00 
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Si  a  <  0,  la  dérivée  ne  s'annule  pas  et  reste  positive  ;  la  fonction 
est  toujours  croissante  ;  elle  s'annule  pour 
X  =  — a  ;  la  courbe  représentative  est 
celle  de  la  figure  7.  Les  deux  courbes 
sont  des  hyperboles  ayant  pour  asymp- 
totes Taxe  Oy  et  la  droite  y  =  x. 

-3x  +  2 


Cette  fonction  est  discontinue  pour 
x  =  — 1,  mais  sans  changer  de  signe; 
elle  s'annule  pour  x=\  et  x~2\  la  dé- 

)    change   de   signe   pour   x  =  —  1    et  pour 

^;  on  a  le  tableau  suivant  des  variations  et  la  courbe  repré- 
5 

sentative  (fi g.  8). 


Fig.  8. 


X 

y'     1  y 

  3C 

-h 

+  1 

croit 

—  1  - 

-f-oo 

-f-oo 

décroît 

7 

1 

min.  —  — - 
24 

croît 

5 

+. 

4-1 

5° 


2x^  —  5j:  H-  2 


Cette  fonction  est  discontinue  pour  x  =  ^  et  ic  =  — ;  elle  s'an- 
nule pour  x  =  2  et  a:  =4"  5      dérivée,  y'  =        ^^f  îi— ,  s'an- 

À  {6x^  —  \\jx -\- 6y 

nule  pour  x  =  z±i\\  on  a  le  tableau  suivant  des  variations  et  la 
courbe  représentative  (^fig.  9). 
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y 

y 

-1  0 

1 

3 

3  X 

Fig.  9. 


X 

y' 

y 

—  oc 

2 

Y 

— 

décroît 

—  1 

9 

croit 

1 

+  00 

3 

-h 

 00 

croît 

1 

1 

max.  — 
4 



décroît 

3 

 00 

H- 00 

décroît 

-1-  oc 

2 
3" 

y 


a~x 


x'  —  b^ 

On  peut  supposer  a  et  6  positifs;  la  fonction  est  discontinue  pour 
x  =  dzb;  elle  s'annule  pour  x  =  dza  et  x  =  0.  La  dérivée  est 

,  _x'-h(a^—       x'-  -h  a^b^ . 

y  (x-'  -  b^y  ' 

la  nature  des  racines  du  numérateur  et  Tordre  de  grandeur  des  valeurs 
qui  annulent  y'  dépendent  de  la  comparaison  de  a-  à  //-. 

Si  est  inférieur  à  6^  y'  s'annule  pour  quatre  valeurs  réelles 
de  X  dont  deux  sont  inférieures  et  deux  supérieures  en  valeur  absolue 
à  a  et  6  ;  il  est  facile  de  former  le  tableau  de  variation,  et  la  courbe 
représentative  a  la  forme  de  la  figure  10.  Si  au  coniraire  6^  est  infé- 
rieur à  a^,  la  dérivée  ne  s'annule  pas  et  est  toujours  positive,  et  l'on  a 
la  courbe  représentative  (lig.  11). 
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Les  courbes  ont  pour  centre  l'origine  et  pour  asymptotes  les  droites 


Cette  fonction  n'est  réelle  que  si  a  est  compris  entre  —  1  et     1  ; 
«lie  est  discontinue  pour  x  =  —  1  et  s'annule  pour  x  =  0  et  x  =  \  ; 
^  

la  dérivée,  v'  =  7=  ?  s'annule  pour  une  seule  valeur  de  x 

comprise  entre  —  1  et  4-  1  ;  c'est  pour  la  valeur  positive  x'  =  ^ —  

On  a  le  tableau  suivant  des  variations  et  la  courbe  représentative 
(fig.  12). 

y 

— 00 

croît 
0 

croît 

décroît 
0 


G2 
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En  prenant  la  courbe  symétrique  de  la  précédente  par  rapport  à 
l'axe  Ox,  on  obtient  une  courbe  algébrique  qui  est  la  strophoïde. 


8' 


y 


tg 


tii  2x 


En  exprimant  tg  3x  et  tg2a;  au  moyen  de  tga;,  on  peut  écrire  la 
fonction 


y 


(3  ts:  X  —  tg^  x)  (i  —  tg^  x) 
(T— 3tg2;r)2tg^ 


Pour  igx  =  0,  y  est  indéterminé  ;  en  écartant  ce  cas,  divisant 
les  deux  termes  par  igx  et  posant  1^"^  x  =  z,  on  a  la  fraction  du 
second  degré 

(■i-=)(\-z) 


y 


2(1 -3z) 


Si  X  varie  de  0  à  ti,  ou  plus  généralement  de  2kTz  à  (2A;-hl)7r, 
z  varie  de  0  à  -1-20  et  les  variations  de  y  sont  de  même  nature 
que  celles  de  la  fonction  de  z  précédente.  Si  x  varie  de  0  à  — r. 
ou  plus  généralement  de  2A-n;  à  (2A-  —  1)71,  les  variations  de  y  sont 
symétriques  des  précédentes. 

1 

La  fonction  y  ào,  z  est  discontinue  pour  ^  =  3"  s'annule 
pour  z  =  1  et  z  =  3  ;  sa  dérivée, 

—  3^2  -1-2^  +  5 


y'  = 


2(1-3.)^ 


s'annule  pour  la  valeur  positive  -  =  ^'  on  a  le  tableau  suivant- des 
variations  et  la  courbe  représentative  (fig.  13). 


-1- 

-H  -1- 

~  croît  - 

-l-oo 

—  GO   croît  0  croît  ^  décroît  0  décroît  — oc 
max. 

DÉRIVÉES   ET  DIFFÉHENTIELLES  63 

Cette  courbe  est  une  partie  d'hyperbole  et  a  pour  asymptotes 

\   z  11 

les  droites    ^  =  V  =        +  7^ 

(n"2C0).              ^  '  ^ 


Fis.  13. 


9^ 


y 


—  sin  2 


Cette  fonction  est  toujours  réelle 
et  continue  ;  sa  dérivée, 

y'  =  i  — 2  cos  2.r, 

\ 

s'annule  lorsque  cos2a:  =  — ,  c'est-à- 


dire  pour  2x  =  2k7: 


Aux  valeurs 


JiT.-{-—  correspondent  des  minima  égaux  à       ^  ~ 


et 


y 

r. 

2 

2 

aux  valeurs  x=:kTz 


correspondent 


des  maxima  égaux  à  /ctt 


/H 


La  courbe  représentative  est  symétrique 
par  rapport  à  l'origine  et  plus  généra- 
lement par  rapport  à  tous  ses  points 


d'abscisses 


kl 


Fig.  14. 


S  x  =  —  ;   elle  se  compose 

d'une  suite  d'arcs  égaux  dont  l'un  cor- 
respond aux  valeurs  de  x  comprises  entre 
0  et  t:  (fîg.  14);  et  dont  les  autres  se  déduisent  de  celui-là  par  une 
translation  parallèle  à  la  droite  y  =  x.  Le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  à  l'origine  ainsi  qu'aux  points  d'abscisses  kiz  est  —  \  ;  aux 

points  d'abscisses  k-K-h-^y    il  est  égal  à  3  (n°  2i8). 

10"  î/ =  2  sin    -4- cos  2x. 

Cette  fonction  est  réelle  et  continue  ;  sa  dérivée, 
=  2  cos    (1  —  2sina;), 

s'annule  lorsque  cos  a;  =  0,  c'est-à-dire  pour  x  =  k-T^  ^  et  lorsque 
sinic  =  -|->    c'est-à-dire  pour  x^lkii  \-~  ei  x  =  {2k  ^- — 
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Aux  valeurs  x  =  2kr,     ~  coi  res pondent  des  minima  égaux  à  1  ; 

3. 


aux  valeurs  x  —  2kTz 


des 


2a  jc 


minima  égaux  à  — 3;  aux  valeurs 
X  =  2kT.  -^j  et  (2k  -f-  1)t:  —  |- 

correspondent  des  maxima  égaux 
à  2  ;  la  fonction  est  périodique, 
de  période  2::,  et  il  suffît  de 
construire  la  portion  comprise  entre  0  et  2t.  représentée  ci-contre 
(fig.  15),  puis  de  transporter  cette  portion  parallèlement  à  Ox  par 
une  translation  égale  à  2k'K. 


Fig.  15. 


11° 


y 


Nous  supposons  n  entier  et  positif,  la  fonction  est  réelle  et  con- 
tinue; sa  dérivée  est 

y'  =z  ic'»-ie-^'  (n  —  2x^). 

Si  n  est  pair,  la  dérivée  s'annule  pour  la  valeur  x  =  0  à  laquelle 

correspond  un  minimum,  et  pour  les  valeurs  x  =  zh  y/ auxquelles 

correspondent  des  maxima  ;  la  courbe  représentative  est  symétrique 
,par  rapport  à  Oy  (fig.  16). 


Fig.  16.  Fig.  17. 

Si  n  est  impair,  il  y  a  un  minimum  pour  x  =  — 

maximum  pour  a:  =  -h  y/ la  courbe  (fig.  17)  est  symétrique  par 

rapport  à  Torigine,  elle  présente  en  ce  point  un  point  d'inflexion,  la 
iangente  étant  confondue  avec  Oo;  si  n  est  supérieur  à  1. 
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l  ^''  =  X  4- log  (x^  —  1). 

Celte  fonction  n'est  réelle  que  si      —  \  est  positif,  c'est-à-dire  si 
x<.  —  i  ou  >  1  ;  elle  est  discontinue  pour 

x  =  ^\\    sa  dérivée,  y  =  , 

^  X'  —  1 

s'annule  dans  l'intervalle  de  réalité  pour  la 
seule  valeur  x  =  —  1  —  à  laquelle  cor- 
respond un  maximum.  La  courbe  repré- 
sentative a  la  forme  ci-contre  (fîg.  18);  les 
ordonnées  de  cette  courbe  se  déduisent  de 
celles  de  la  droite  y  =  x^  en  leur  ajoutant 
la  quantité  log(a:2— 1)  et  cette  quantité 
jg^  s'annule  pour  x  =  ±\/2» 


y 

/ 

/ 

-l-v'2  -1 

7i 

0  1 

77,  —  Étudier  la  variation  du  volume  d'un  cône  d'apothème 
donné. 

Si  a  est  l'apothème  du  cône  et  x  sa  hauteur,  le  rayon  de  sa  base 

i 


est  égal  à  V  —  et  son  volume  est  V  =  —  :r  (a-  —  x')x  ;  les  va- 
riations de  ce  volume  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  fonction 
y  =  (a}  —  x-)x  =  a'^x  —  x'^. 
Cette  fonction  est  réelle  et  continue;  sa  dérivée,  y'  —  a^-  —  3x^, 
s'annule  pour  la  valeur  x  =  —  a  ^)  à  laquelle 
correspond  un  minimum,  et  pour  la  valeur 
ir  =  +.a~j  à  laquelle  correspond  un  maxi- 
mum. La  courbe  représentative  (fîg.  19)  est  sy- 
métrique par  rapport  à  l'origine;  la  seule  portion 
qui  convienne  au  problème  géométrique  est  celle 
qui  est  comprise  entre  les  points  d'abscisse  a:  =  0 
et  x  =  a. 


Fig.  19. 


VOGT.  —  Solut. 
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78.  —  Étudier  la  variation  du  volume  et  celle  de  la  surface 
totale  d'un  cylindre  ou  d'un  cône  inscrits  dans  une  sphère  donnée. 

Si  2x  est  la  hauteur  d'un  cylindre  inscrit  dans  une  sphère  de 
rayon  R,  le  rayon  de  la  base  de  ce  cylindre  est  \/R-  —  x-,  son  volume 
V  et  sa  surface  totale  S  sont 


V  =  2u  (R2  —  x'~)x,     S  =  2i:  (R2  —  x'-)  -+-  ^tzx  \/R'  —  x\ 

La  variation  de  V  est  la  même  que  celle  de  la  fonction  de 
l'exercice  précédent  ;  la  surface  varie  comme  la  fonction 


y  =  K' 


2x\/'^' 


cette  fonction  n'est  réelle  que  si  x  est  compris  entre  —  R  et 
dérivée, 


R;  sa 


~[—x  s/K"  —  x'-^W  —  2x^], 


R-  —  x' 

ne  peut  s'annuler  que  si  x  satisfait  à  l'équation  rationnelle 

x^  (R2  —  x'-)  =  (R^  —  2a;2)2. 

V 

Cette  équation  en  x-  a  pour  racines  les  valeurs  x'^=  — 


10 


qui  sont  toutes  deux  positives  et  inférieures  à  R^,  mais  l'une  est  infé- 


rieure à  l'autre  et  supérieure  à 


il  en  résulte  que  la  dérivée  y' 


s'annule  pour  la  racine  carrée  positive  de  la  première  valeur,  et  pour 
la  racine  carrée  négative  de  la  seconde  ;  comme  y'  est  positif  pour 


a;  =  0,  on  voit  qu'à  la  valeur 
Vt 


10 


conespond  un  mini- 


-R  X' 


mum  et  à  la  valeur 


^"—hRy/- 


T" 


Fig.  20. 


5— y/;) 
10 

correspond  un  maximum.  La  courbe  re- 
présentative a  la  forme  de  la  figure  20  ; 
la  partie  comprise  entre  les  abscisses 
a;  =  0  et  a:  =  R  correspond  au  problème 
géométrique  ;  elle  représente  la  variation 
de  la  somme  des  surfaces  des  bases  et 


de  la  surface  ktérale  du  cylindre  ;  la  partie  comprise  entre  les  ab- 
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scisses  x  =  Q  et  x  —  —  R  représente  la  variation  de  la  dilFérence 
entre  la  somme  des  surfaces  des  bases  et  la  valeur  absolue  de  la  sur- 
face latérale. 

Si  l'on  représente  par  x  la  hauteur  d'un  cône  inscrit  dans  la  même 
sphère,  le  rayon  de  la  base  de  ce  cône  est  r  =  \/x(2R  —  x)  et  son 
volume  a  pour  mesure 


V  = 


^71x2  (2R  —  x)', 


Fig.  21. 


Ja  variation  de  ce  volume  est  la  même  que  celle 
de  la  fonction 

y  =  x'-  (2R  —  x)  =  2R^2  _  ^3 . 

sa  dérivée,   y' =  à-Rx  —  3x^,  s'annule  pour  la 
valeur  a:  =  0,  à  laquelle  correspond  un  mini- 
mum, et  pour  la  valeur  x  =        à  laquelle  correspond  un  maximum  ; 

la  courbe  représentative  a  la  forme  de  la  figure  21  ;  la  portion  comprise 
entre  les  abscisses  x  =  0  et  x  =  2Y{  correspond  seule  au  problème 
géométrique. 

La  surface  totale  du  même  cône  a  pour  mesure 

S     7:^  (2R  —  0^)  -i-  71  \/x(2R  —  x)\/2Rx] 
elle  varie  comme  la  fonction 


.  y  =x(2R  —  x)-^x^2R(2R  —  x)', 
cette  fonction  n'est  réelle  que  pour  x<^2R]  sa  dérivée, 

,  _  2  (R     0^)  v/2R  (2R  —  x)-{-  4R^  —  3Rx 
^  V/2R(2R— ;r) 

s'annule  pour  des  valeurs  comprises  parmi  les  racines  de  l'équation 

8R  (2R  —  x)(R  —  xy  —  (4R2  —  ^Rxy 

=  —  Rx  (Sx^  —  23Ra;  H-  16R2)  =  0. 

Cette  équation  a  pour  racines  d'abord  x  =  Q 
et  ensuite  deux  valeurs  x'  et  x"  réelles  et  com- 
prises toutes  les  deux  entre   R  et  2R  ;  mais 

l'une  est  inférieure  et  l'autre  supérieure  à  4 -5-; 


2R  ^ 


Fig.  22. 
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la  seule  valeur  x'  =  R  — —  /    ^  comprise  eiitre  R  et  —  R  peut  an- 

nuler  la  dérivée  ?/',  et  il  lui  correspond  un  maximum  de  la  fonction. 
La  courbe  représentative  a  la  forme  de  la  figure  22;  la  partie  comprise 
entre  les  abscisses  0  et  2R  convient  seule  à  la  question. 


79.  —  Étudier  la  variation  du  votume,  de  la.  surface  latérale  et 
de  la  surface  totale  d'un  cône  circonscrit  à 
une  sphère  donnée. 

Soit  SAB  (fig.  23)  la  section  méridienne 
d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère  de  centre  0 
et  de  rayon  R;  en  désignant  par  x  la  hauteur  SC 
du  cône,  les  triangles  semblables  SCB,  SOH 
donnent 


A  0 

c 

Fia  23. 


GB 
OH 


SB 

so 


SC  CB 
Si  -R 


SB 


on  en  déduit  le  rayon  de  la  base  r 


^     \/x{x  —  2R) 
Hx 


et  Tapothème 


\/x(x  —  2R) 


S/X(x-2H)      ^  ^^^^ 
du  cône  considéré;  son  volume  est  V  =  — 


3  x(x  —  2R) 


En  laissant  de  côté  le  cas  où  x  est  nul,  la  variation  de  ce  volume 
est  la  même  que  celle  de  la  fonction 

x'- 


y 


Cette  fonction  est  discon- 


X  —  2K 

tinue  pour  a:  =  2R  ;  sa  dérivée, 

,  _x''~  kRx 
^  ~(x—2[{y' 

s'annule  pour  la  valeur  a:  =  0  en  pnssant 
du  positif  au  négatif,  et  pour  la  valeur 
x  =  4R  en  passant  du  négatif  au  positif; 
à  la  première  correspond  un  maximum  de 
y  égal  à  0  et  à  la  seconde  un  minimum  égal  à  8H  ;  la  courbe  repré- 
sentative (fig.  24)  est  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  les  droites 


Fis.  24. 
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d'équations  x  =  2R  et  y  =  x -\- 2R  (n°  260);  la  partie  comprise 
entre  0  et  2R  ne  répond  pas  à  la  question  géométrique. 
La  surface  latérale  du  cône  a  pour  mesure 


T.ra 


x{x  —  2R)  ' 


en  laissant  de  côté  le  cas  où  x  est  nul,  la  variation  de  cette  surface 

x(x  W) 

est  la  même  que  celle  de  la  fonction  ii  =  —  L'étude  de  cette 

X  —  2R 

variation  est  analogue  à  la  précédente;  la  dérivée, 


y  = 


s'annule  pour  les  valeurs  x=R{2±\'2)\  la  courbe  représentative 
(fîg.  2d)  est  encore  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  les  droites 

d'équation  x  =  2V\,  et  ?/  =  a7-f-R;  la 
partie  comprise  entre  les  abscisses  0 
et  2R  ne  convient  pas  à  la  question 
géométrique. 

La  surface  totale  du  cône  a  pour 
mesure 

izRx^ 


0  R' 


2R 


S, 


T.ra 


Fig.  25. 


x(x  —  2R) 

on  voit  que  le  volume  est  égal  au  pro- 
duit de  cette  surface  par  le  tiers  du 
rayon  R;  cela  résulte  du  reste  de  cette 
remarque  que  le  volume  d'un  polyèdre  circonscrit  à  une  sphère  est 
égal  au  produit  de  la  surface  de  ce  polyèdre  par  le  tiers  du  rayon  ;  la 
variation  de  la  surface  totale  est  donc  la  même  que  celle  du  volume. 


80.  —  Déterminer  les  dimensions  d'un  litre  cylindrique  en  mêlai 
à  une  seule  hase,  sachant  que  la  surface  du  métal  est  minimum. 

Si  x  et  y  sont  le  rayon  de  la  base  et  la  hauteur  du  litre,  il  faut 
chercher  le  minimum  de  la  fonction  S  =  -kx^  -\-  2Tzxy  sachant  que  le 
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Yolume  V  =  r.x-y  est  donné  ;  on  en  déduit 

y= — -,        ^  =  ^x--\-  

Cette  fonction  S  est  discontinue  pour  a:  =  0  ;  sa  dérivée, 

X- 

3/~\r 

s'annule  pour  x~^  —  en  passant  du  négatif  au  positif,  de  sorte 
qu'à  cette  valeur  correspond  un  minimum  de  S;  on  trouve  y  =  x  et 

Si  V   est  égal  à  un  décimètre  cube,  on  a    x  =  y  =  {)^^\^^21... 


81.  —  Déterminer  sur  la  droite  joignant  deux  points  où  sont 
placées  des  sources  lumineuses  d'intensités  données  différentes  le  point 
dont  Véclairement  total  dû  aux  deux  sources  est  maximum. 

Si  X  et  x'  sont  les  distances  du  point  aux  deux  sources  lumineuses, 
i  et  i'  les  éclairements  à  Tunité  de  distance,  l'éclairement  total  est 

és^al  à  — et  Ton  a  de  plus  x-^x'  =  a;  on  a  donc  à  trouver  le 
X-  x'- 

i  i' 

maximum  de  la  fonction  v  ~-   rr»  dont  la  dérivée, 

^     x'~  (a  —  x)-  ' 

,     —2i  2i' 

y  = 


(a  —  xy 


s'annule  pour  x  =  ^       ?  et  à  cette  valeur  correspond  un  maximum 

1 

de  la  fonction. 


82.  —  On  donne  un  petit  segment  recti ligne  horizontal ^  déter- 
miner le  point  où  il  faut  placer  une  source  lumineuse  :  1°  soit  sur  une 
droite  donnée  perpendiculaire  à  la  direction  du  segment;  2°  soit  sur 
une  ellipse  donnée  dont  le  centre  est  le  milieu  du  segment,  et  dont  un 
axe  est  horizontal^pour  que  l'éclairement  de  ce  segment  soit  maximum. 
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On  sait  que  cet  éclairement  est  èn  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance de  la  source  lumineuse  au  centre  du  segnient  et  proportionel  au 
^inus  de  l'angle  formé  par  le  rayon  lumineux  aboutissant  à  ce  centre 
avec  la  direction  du  segment  éclairé. 

Choisissons  un  système  de  coordonnées  polaires  tel  que  l'origine 
soit  le  centre  du. segment  donné  et  l'axe  des  x  la  direction  de  ce  seg- 
ment ;  si  a  est  l'abscisse  d'une  droite  donnée  perpendiculaire  à  Ox^ 

le  rayon  vecteur  o  d'un  point  situé  sur  la  droite  est  p  =    ^   i  et  l'écJai- 

'  '      ^     cos  0 

rement  du  segment  est  proportionnel  à  la  fonction  ou  à  la  fonction 

P 

î/ =  sin  6  cos^  6.   La  dérivée,  ^ 

=  cos^  6  —  2  sin^  6  cos  e, 

s'annule  pour  des  valeurs  de  G  égales  et  de  signe  contraire,  et  égales 
en  valeur  absolue  à  90°  et  à  54'^44'  ;  à  ce  dernier  angle  correspond 
un  maximum. 

Si  la  source  lumineuse  se  déplace  sur  une  ellipse  de  demi-axes 
a  et  b,  Taxe  de  longueur  2a  étant  dirigé  suivant  Ox,  l'équation 
de  cette  courbe  en  coordonnées  polaires  est 

„/cos2  6  smH\ 

i'éclairement  est  proportionnel  à  ou  à  la  fonction 

P 

1/ =  sin  0  (6^  cos- 0  +  6), 

qui  a  pour  dérivée 

y'  =  cos  6  [b^  cos2  6  -h  (3a2  _  2b'-)  sin^  G]. 
2b- 

Si        est  plus  grand  que  la  dérivée  ne  s'annule  que  pour 

cos  6  =  0,  G  =  -^)  et  à  cette  valeur  correspond  un  maximum;  si  a^ 

est  plus  petit  que  -— la  dérivée  s'annule  encore  pour  G  =  — ,  à 
o  2 

laquelle  correspond  un  minimum,  et  pour  les  valeurs  fournies  par 

b^ 

l'équation  tg^O  =  wri  auxquelles  correspond  un  maximum. 
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83.  —  Former  Içs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  des  fonc- 
tions 

 arctg-T  ^>         /-  r»  e=^--; 

xy  1 — xy  vl+x^-f-î/ 

pour  la  dernière  fonction,  former  f'"xy:. 

A  A      -t-  5  ^-X-      '    —  , 

xy        X      y  X-  y- 

on  peut  vérifier  que  =  arc  tg  x  +  arc  tg  i/,  car  si  a  et  p  sont  les 
arcs  dont  les  tangentes  sont  a:  et       on  a 

donc 

2  =  a  H-  p  =  arc  tg  a;  -f-  arc  tg.?/  ; 
cette  remarque  permet  de  retrouver  les  dérivées  de  z. 
3„  ,  _         xy  ^     y  (1  4-  .y-)  x(l+a;2-) 

V^l+^'  +  ^'      "     (1  H- -h  3/2)1      '  (i_|_a;2_^^2)T 

f%,  =  {x^'yH''-^Zxyz-\-\)e^y\ 


84.  —  Déterminer  les  dérivées  première  et  seconde  des  fonctions 
implicites  y  définies  par  les  équations 

X-  —  ixy-hy-  —  1=0,       x^-hy^  —  3axy  =  0j 
in  î/  =  nsina:,       log  v/a:-^  H-î/^  =  arc  tg  ^« 


sm 

Si  y  est  donné  par  l'équation*  f(x,  y)  =  0,  on  a 

 {n^+n.y')fi-(fu+fW)fL 

^"  /■;  il';)  ' 
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l'application  aux  équations  données  conduit  aux  résultats  : 

\o     /  _  ^  —  ^.V  //         —  3 

—  iy^  — 

3°    sin  î/ =  n  sin  £c,     cos  ?/.?/  — /i  cos        y  =  , 

/,  —  yi  sin g?  cos y  H- ^  sin  y  cosx.y'  (n^  —  n)  sin  x 

^  cos'^  y  cos^î/ 

'  x^-j-y^      x'--hy''  X  —  y' 

_  (i  +  y')  (x-y)-(\-  y')  (x  -h  y)  ^2  (x^-  -  2xy  -  y^) 

^  {^-yy  (^-yy 


85.  —  Déterminer  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  z  définie 
par  l'équation 

 +  -  +  5^  -1=0. 

X'-hy'^-^z- — X'-hy^-\-z'^ — 6^     x^^ -i-y- -h  z'^  —  c- 

En  posant 

F  =   -f-  ^  H  -  

(x'-  ^y^-hz^  —  ay     {x^  -+-y^  -h  z^  -  b^y     (x'- -\- y^ -i- z'' —  c'y 

on  a 

ce  qui  fournit  z^  et  Zy. 


86.  —  Déterminer  les  maxima  et  les  minima  des  fonctions  impli" 
cites  y  définies  par  les  équations 

2/2  —  2xy  H-  2x^  —  2x  =  0,       y^  ^  x"" Zaxy  =  0. 
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La  dérivée  y'  =  —  ^  ne  peut  changer  de  signe  qu'en  s'annulant 
/  y 

ou  en  devenant  infinie,  c'est-à-dire  lorsque  f'^  ou  f'y  s'annulent.  Dans 
le  premier  exemple,  on  a 

/ï  =  2(2:.-2/-l),     f',  =  2(y-xy, 

l'équation  f^  =  0,  jointe  à  f(x,  y)  =  0,   a  pour  solutions 

•de  même,  l'équation  fy  =  0,  jointe  à  f(x,  y)  =  0,   a  pour  solutions 
a^3  =  0,     .V3  =  0;     x^  =  2,     y '.  =  2. 

Pour  le  système  (a^i,  î/i),  f'y  est  négatif  et  /"^  passe  du  négatif  au 
positif,  et  à  ce  système  correspond  un  minimum  de  ;  de  même  au 
système  (x^^  y^^  correspond  lîn  maximum  de  y  ;  quant  aux  valeurs 
^3,  y^i  V'*  qui  annulent  f'y,  elles  ne  fournissent  pas  un  maximum 
•ou  un  minimum  de  y,  car  les  valeurs  de  y  fournies  par  l'équation 
f(x,  y)  =  0  doivent  être  égales  pour  x  =  X2  ou  x^.  et  ne  sont  réelles 
que  si  x  est  compris  entre  x^  et  x^,  ;  mais  si  Ton  considère  x  comme 
fonction  de  y,  cette  fonction  passe  par  un  minimum  pour  le  système 
{Xi,  yz)  et  par  un  maximum  pour  le  système  (0:4,  î/^). 

L'étude  directe  des  fonctions  représentées  par  les  racines, 

y  —  x±\/2x  —  x'^, 

aurait  conduit  au  même  résultat. 

En  opérant  de  la  même  manière  pour  le  deuxième  exemple,  on 
-voit  (n*^  265)  que  la  fonction  y  de  x  passe  par  un  maximum  pour 
x  =  av^2,  î/  =  av/4,  et  que  la  fonction  x  de  y  passe  par  un  maxi- 
mum pour  x  =  a\/h^,  y  =  a\/2. 


87.  —  Klani  donnée  la  courbe  du  second  ordre  ayant  pour  centre 
Vorigine  et  représentée  par  l'équation 

Ax^  -h  2Bxy  -H  Cy-  —  i=  0, 

•déterminer  les  directions  et  les  longueurs  de  ses  axes  en  cherchant 
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les  points  pour  lesquels  le  carré  de  la  distance  au  centre^  c'est-à-dire 
la  fonction  c'^  =  x^-{-y",  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum. 

En  annulant  la  dérivée  de  la  fonction  composée  =  a;^  +  y'^  con- 
sidérée comme  fonction  de  X,  on  obtient  l'équation  2x-h2yy'  =  0; 
mais  y  est  fourni  par  l'équation  de  la  courbe,  dont  la  dérivée  est 

2(Aaj  +  By)  H-  2(Bx     Cy)y'  =  0. 

En  éliminant  y'  entre  les  deux  équations,  on  a  la  relation 

A£±Ba_Ba^Çy_  By= +  (A- C)  a;y - Bx=  =  0; 

cette  équation  homogène  représente  deux  droites  suivant  lesquelles 
sont  dirigés  les  axes  de  la  courbe. 

Les  rapports  précédents  ont  une  valeur  commune  égale  à 

Xx  -f-  By  _Bx-\-Cy     x(Ax  -f-  By)  -+-  yÇBx  -\-  Cy)      1  , 
X  y  x^-\-y'^  p^' 

1 

l'égalité  de  chacun  des  premiers  rapports  à   —  donne  les  relations 

9 

(^A  -        -h  By  ==0,       Bx-i-(c-  -^y  =  0  ; 

si  l'on  élimine  x  et  y  entre  ces  deux  équations  homogènes,  on  obtient 
la  relation 

qui  fournit  les  carrés  des  longueurs  des  axes. 

On  la  trouve  plus  rapidement  en  cherchant  l'équation  du  faisceau 
des  droites  joignant  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec 
le  cercle  d'équation  x'^  -hy"^  =  p^  ;  ces  droites  sont  représentées  (n°  88) 
par  l'équation 

Ax^  -h  2Bxy  +       —     (x^  +  y'-)  =  0  ; 
P 

lorsque  le  rayon  du  cercle  est  égal  à  l'un  des  demi-axes  de  la  courbe, 
les  deux  droites  précédentes  sont  confondues  ;  en  écrivant  que  l'équation 

homogène  ainsi  trouvée  fournit  pour  ^  deux  racines  égales,  on  retrouve 

l'équation  en  p'^  précédemment  obtenue. 
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88.  —  Étant  donnée  dans  l'espace  la  courbe  d'intersection  de 
Vellipsoïde 

^  62  ^  c2 

et  du  plan 

I/o:  H- 1;?/  +  loz  =  0 

passant  par  le  centre,  déterminer  les  axes  de  cette  section  en  cherchant 
les  points  pour  lesquels  la  fonction  =  a;^  H- ly^ -h  passe  par  un 
maximum  ou  un  minimum démontrer  que  les  directions  des  axes 
sont  les  droites  communes  au  plan  et  au  cône  dont  l'équation  est 

et  que  les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  sont  les  racines  de 
l'équation 

a^'u^  ^2^2 

 7-.^-.  1  =  0. 


p-  p-  O"       p"  C" 

En  opérant  comme  dans  l'exercice  précédent  et  considérant  y  et 
comme  fonctions  de  x,  on  doit  écrire  les  équations 


x-hyy^-^  zz^  =  0, 


a' 


Ulh 


=  0, 


u 


vya 


0. 


L'élimination  de  yx  et  z^  entre  ces  équations  conduit  à  la  relation 

'  ^  y 

X  y 
u 


b^ 

V 


=  0; 


cettè  équation  représente  un  cône  dont  les  droites  d'intersection  par  le 
plan  donné  sont  les  directions  des  axes  de  la  section;  on  peut  l'écrire, 
en  développant  le  déterminant,  sous  la  forme  donnée  dans  l'énoncé. 

Pour  trouver  les  carrés  des  longueurs  des  axes,  multiplions  les 
éléments  des  colonnes  du  déterminant  respectivement  par  x,y,  z,  et 
ajoutons-les  pour  former  une  première  colonne  nouvelle,  nous  obtenons 


=  0; 


x^-\ 

y 

p" 

y 

x^ 

^2 

JL 

1 

y 

a2  " 

^  b' 

C^ 

b' 

c- 

b' 

c' 

ux- 

\-vy~ 

\~xvz 

V 

w 

0 

V 

w 
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en  développant  cette  relation,  elle  donne  Féquation 

-^(i^-i)=-($-i)- 

De  cette  équation  et  de  cellès  qui  s'en  déduisent  par  permutation 
circulaire  des  lettres  résulte  la  suite  des  relations 

x{f  —  a'-)  _^  y(p''  —  b^)  ^  z(p^  —  c^) . 

il  suffit  de  remplacer  dans  l'équation  du  plan  donné  x,  y,  z,  par  les 
valeurs  proportionnelles  tirées  de  là  pour  obtenir  l'équation  cherchée 

On  pourrait  arriver  à  ce  résultat  en  formant  l  équation  du  cône 
ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  directrice  la  courbe  d'intersection 
de  l'ellipsoïde  par  la  sphère  d'équation  x- y- ^  =  p-.  Cette 
équation  (exercice  57)  est 


elle  représente  un  cône  ;  en  écrivant  que  le  plan  donné  rencontre 
ce  cône  suivant  deux  droites  confondues  ou  bien  lui  est  tangent,  on 
retrouverait  l'équation  déjà  obtenue. 


89.  —  Étant  donnée  la  surface  du  second  ordre  ayant  pour 
centre  l'origine  et  pour  équation 

Ax^  +  k'y^  +  A"z'-  +  2Byz  +  2Wzx  -|-  2B"xy  —  1=0, 

déterminer  les  directions  et  les  longueurs  de  ses  axes  en  cherchant 
les  points  pour  lesquels  la  fonction  =  +  ?/'^ -f- passe  par  un 
maximum  ou  un  minimum. 

En  considérant  z  comme  une  fonction  des  deux  variables  x  et  y 
définie  par  l'équation  de  la  surface,  on  voit  que  est  une  fonction 
des  deux  mêmes  variables  ;  on  obtient  les  maxima  et  minima  de  cette 
fonction  en  annulant  séparément  ses  dérivées  partielles  par  rapport  à 
x  et  à  y,  c'est-à-dire  en  écrivant  les  équations 

x-hzz'^  =  0,  y^zz'y=0. 
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Si  nous  désignons  par  9  Çx,  y  y  z)  Tensemble  des  termes  du  second 
degré  de  l'équation  de  là  surface,  nous  avons,  pour  déterminer  les  déri- 
vées partielles  de  z,  les  deux  équations 

en  éliminant  z^  et  z'y  entre  les  quatre  relations  précédentes,  nous 
trouvons  pour  déterminer  x,y^z  les  équations 

1.'    A.'  io' 


X  y  z 

auxquelles  il  faut  joindre  l'équation  de  la  surface. 

La  valeur  commune  des  rapports  précédents  est  égale  à 


on  obtient  donc  les  équations 


kx  -f-  ]^"y  -{-  B'; 


=  0, 


Wx^k'y  +  Bz 


0, 


B'a;-f-Bî/4-A"z  — -^  =  0; 


en  éliminant      y,  z  entre  ces  relations,  on  obtient  l'équation 


B' 


B' 


A'  — 


0, 


qui  donne  les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  ;  à  chacune  des 
racines  de  cette  équation  correspond  un  ensemble  de  valeurs  propor- 
tionnelles à  x,  y,  z  fournies  par  deux  des  équations  du  premier 
degré  précédentes  ;  ces  valeurs  sont  représentées  par  les  points  d'une 
droite  qui  est  un  axe  de  la  surface.  On  voit  ainsi  que  la  recherche  de 
la  direction  des  axes  résulte  de  la  résolution  de  l'équation  du  troisième 
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degré  qui  donne  les  valeurs  de  —  ;   cette  dernière  n'est  autre  que 

P 

Téquation  en  S  que  Ton  utilise  dans  la  recherche  des  directions  prin- 
cipales (n°  309). 


90.  —  Déterminer  dans  V  espace  le  point  dont  ta  somme  des  carrés 
des  distances  à  des  points  fixes  donnés  est  maximum  ou  minimum. 

Si  Xi,  yi,  z-i  (i  =  i,  2,  ,  n)  sont  les  coordonnées  des  points 

fixes  donnés,  et  x,  y,  z  celles  du  point  cherché  M,  on  doit  rendre 
maximum  ou  minimum  la  fonction  des  trois  variables 

/■=  s.^  =  -  \{x  -  x,y  -H  (y  -  y, y  H-  (z  -  z,y] . 

En  annulant  séparément  les  dérivées  de  /'  par  rapport  à  x^  y  y  z,  on 
a  les  trois  équations 

nx  —  ^Xi  =  0,      ny  —  H^,  =  0,      nz  —       =  0  ; 
elles  ont  comme  solution  le^  coordonnées  du  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  points  donnés.  L'étude  des  dérivées  secondes  de  /"  montre 
que  la  fonction  est  minimum  pour  le  système  des  valeurs  obtenues.  Ce 
résultat  peut  être  rapproché  de  celui  que  nous  avons  trouvé  au  n°  G8. 


91.  —  Un  récipient  a  la  forme  d'un  parallélépipède  rectangle 
et  sa  surface  se  compose  de  l'ensemble  de  ses  faces  moins  une  ;  déter- 
miner ses  dimensions  de  façon  que  cette  surface  soit  minimum  pour 
un  volume  donné. 

Si  X,  y,  z  sont  les  longueurs  des  arêtes,  le  volume  est  V  =  xyz 
et  lai  surface  considérée  est 

^  =  xy-+-  2a?z  +  2yz  ; 
c'est  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x,  y  égale  à 

S  =  xy-^^^-  =  xy^2W[^-^-y 

En  annulant  ses  dérivées  partielles,  on  a  les  équations 
2V  '>\ 

s;  =  ly  —  -  y  =-0,     s;  =  x  — —  =  0, 

X'  y' 
qui  sont  satisfaites  pour  les  valeurs  x  =  y  =  \/2N . 
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,  L'étude  des  dérivées  secondes, 


qui  prennent  les  valeurs  S^î  =  2,  8x^  =  1,  Syt  =  2  pour  le  système 
des  valeurs  trouvées,  montre  que  la  fonction  passe  par  un  minimum  ; 
sa  valeur  est  3  v/4V^. 


92.  —  Déterminer  dans  le  plan  d'un  iriancfle  le  point  dont  le 
produit  des  distances  aux  trois  côtés  est  maximum. 

Soient  x,  y,  z  les  distances  d'un  point  M  aux  trois  côtés  a,  b,  c 
d'un  triangle  ABC  ;  si  ce  point  est  à  l'intérieur  du  triangle,  il  existe 
entre  x,  y,  z  et  la  surface  S  de  ce  triangle  la  relation  ax-\-by  -\-cz 
=  2S  ;  on  a  donc  à  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 
f  =  xyz  dans  les  conditions  précédentes.  Le  problème  est  analogue  à 
celui  qui  est  traité  au  n«  166  ;  le  produit  des  facteurs  ax,  by,  cz,  dont 
la  somme  est  constante,  est  maximum  lorsque  les  facteurs  sont  égaux, 

2S 

c'est-à-dire  lorsque  Ton  a  ax  =  by  =  cz  =  —  ;  on  voit  que  le  point 

correspondant  est  le  centre  de  gravité  du  triangle. 

Si  le  point  M  est  exinscrit  dans  un  des  angles,  par  exemple  dans 
l'angle  C,  les  distances  x,  y^  z  sont  liées  par  la  relation 

ax  -hby  —     =  2S  ; 

on  a  à  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonction 

f='^(ax-i-by  —  2S); 

ses  dérivées  partielles  ne  s'annulent  pour  aucune  valeur  positive  et  non 
nulle  des  variables;  dans  ce  cas,  il  n'y  a  pas  de  maximum  ni  de  mini- 
mum de  la  fonction.  Il  en  est  Ae  même  si  le  point  est  dans  J'angle 
opposé  par  le  sommet  à  l'un  des  angles  du  triangle. 


93.  —  Déterminer  un  parallélépipède  rectangle  inscrit  dans  un 
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ellipsoïde,  et  dont  le  volume  ou  la  surface  totale  soit  maximum  ou 
minimum. 

Désignons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  positives  du  sommet  M 
du  parallélépipède  situé  dans  le  trièdre  positif  des  coordonnées  ;  les 
autres  sommets  auront  leurs  coordonnées  égales  à  ih  x,  zh  ±  z  ; 
les  arêtes  parallèles  aux  axes  sont  égales  à  2x,  2y,  2z.  Le  volume  du 
parallélépipède  est  égal  à  8^^:::,  les  trois  variables  étant  liées  par  la 

relation  — :-f-fT  +  ^  — 1  =  0;   le  volume  varie  comme  le  produit 
a^     0-  c- 


x^   u~  z^ 

—  f  de  trois  facteurs  dont  la  somme  est  constante  ;  en  laissant 

«2  b'- 

de  côté  le  cas  où  l'une  ou  Fautre  des  coordonnées  est  nulle,  on  voit 

comme  dans  l'exercice  précédent  que  le  maximun»  du  volume  a  lieu 

x^     xi^     z^      \  a  h  c 

lorsque  l'on  a  77  =  — =  -r'   d'où  x  =  —  >  y  =  -—,  z  =  —  ' 

h'      c2      3  ^3    ^     ^3  ^3 

La  surface  totale  est  égale  à  %(xy  ~\- xz  ^  yz);  cette  fonction 
peut  être  considérée  comme  composée  de  deux  variables  x  et  y,  par 
l'intermédiaire  de  z  fourni  par  l'équation  de  l'ellipsoïde  <p  =  0;  en 
posant  f  =  xy  -\-  xz-hyz,  nous  devons  écrire  les  équations 

fL-^nzL  =  o,  n-i-fWy  =  o    et    cp^-f-cp^^i  =  o,  o;-+-cp^2;  =  o. 

En  éliminant      et  z'y,  nous  obtenons 

(k^fï^ù       ou       .V  -h  ^  ^  ^  -4-  4-  y 

9x       '^y       ^'z  ^  }L  ^ 

«2  C2 

Remarquons  que  x,  y,  z  ne  peuvent  pas  être  tous  les  trois  nuls  ; 
dès  lors  la  valeur  commune  de  ces  rapports  est  égale  à 

x{y  -\-  z)M-  y  (z  +  g;)  -I-  2  (jg  -f-  y)  __^r 

«2  ^  ^2  ^  ^2 

nous  pouvons  par  suite  écrire  les  trois  équations 

9/  2f  '^f 

y-+-z^^^x  =  0,     z^x  —  ^y^O,     x^y  —  ^z^O. 

VoGT.  —  Solut.  6 
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En  les  considérant  comme  homogènes  par  rapport  à  x,  y,  z,  et 
éliminant  ces  trois  inconnues,  nous  en  déduisons  la  relation 

—  ^        1  1 

2f 


ou  bien 

p  ^  f  (ô^c^  _f-  c^a^  -f-  aV)^)  —  =  0. 

4  4 

Cette  équation  a  toujours  ses  trois  racines  réelles  (n°  228),  parce 
que  la  condition  4/)'  -f-  27<7^  <;  0  est  toujours  remplie;  cette  condition 
s'écrit  en  effet 

(^2^2  _|_  ^2^2  _^  ^2^2)3  _  21a'b'^c'^  >  0  ; 

or,  il  est  facile  de  conclure  des  raisonnements  faits  dans  la  résolution 
de  l'exercice  n°  2,  que  si  a,  (3  et  y  sont  trois  nombres  positifs,  on  a  tou- 
jours 

il  suffît  alors  d'écrire      =  b^c^,      =  c-a-,      —  a^^s  p^yp 
dure  que  l'inégalité  entre       b,  c  est  satisfaite. 

Il  existe  donc  trois  valeurs  de  f,  dont  une  seule  est  positive,  qui 
sont  maximum  ou  minimum;  les  valeurs  correspondantes  de  Xj  y,  z  se 
déduisent  des  équations  du  premier  degré  liomogènes  écrites  précé- 
demment; elles  fournissent  un  sommet  du  parallélépipède  comme  point 
de  rencontre  de  l'ellipsoïde  avec  la  droite  d'intersection  de  deux  des 
plans  représentés  par  ces  équations. 

Suivant  le  signe  des  valeurs  ainsi  trouvées  pour  x,  </,  z,  la  fonc- 
tion dont  on  trouve  ainsi  le  maximum  ou  le  minimum  est  égale  à  la 
somme  ou  à  la  différence  des  surfaces  des  faces  du  parallclé[)ipède.- 

Sans  effectuer  le  calcul  des  dérivées  secondçs,  on  peut  se  rendre 
compte  d'une  manière  simple,  en  donnant  à  x,  y,  z  toutes  les  valeurs 
positives  ou  nulles  (|ui  satisfont  à  l'équation  9  =  0,  (jue  les  valeurs 
|)rises  par  f  sont  clans  certains  cas  égales  à  0  et  dans  d'autres  cas 
f)Ositives  ;  par  suite  la  racine  positive  de  l'équation  du  troisième  degré 
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en  f  doit  correspondre  ^  un  maximum  de  la  somme  des  faces  du  paral- 
lélépipède. 

94.  —  Étant  donnés  deux  nombres  x  et  y  =  x -h  e  dont  la 
différence  est  très  petite,  quelle  erreur  commet-on  lorsqu'on  substitue 

à  ^  xy   la  moyenne  arithmétique  ^         des  deux  nombres? 
L'erreur  commise  est 

la  différence  [/y  —  \/x  =  — ~  —         ^  -=  diffère  très  peu  de 

\/y  -hyx     yx-he-]-yx  ^ 

— par  suite  l'erreur  à  évaluer  diffère  très  peu  de 
2yx  ^.r 


95.  —  Avec  quelle  approximation  connaît-on  la  surface  d'un 
rectangle  dont  les  dimensions  sont  a  =  75^^'  à  2"^°^  près^  et  b  =  32'=™ 
à  1™""  près? 

D'après  la  formule  (7)  du  n°  170,  on  a 

^ab  =  a\b  ^  ôAa  =  75  x  0, 1+  32  X  0,2  =  1 ; 

on  peut  prendre,  comme  limite  supérieure  de  l'erreur,  14^"',  la  surface 
est  donc  comprise  entre  (2  400  -h  14)^™*  et  (2  400  —  14)"='^'-. 


96.  —  Évaluer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  dont  est  affectée 
la  racine  cubique  d'un  nombre  approché  ;  déterminer  le  rayon  d'une 
sphère  dont  le  volume  est  2'"^752  à  \^^^  près^  le  nombre  tz  étant 
pris  égal  à  3,1416  :  évaluer  une  limite  supérieure  de  l'erreur  commise. 

Si  N  =  v^a  =  a^,  on  a 

Soit  à  trouver  le  rayon  d'une  sphère  de  volume  V,  d'après  la  for- 


84  DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES 


3  /  3  V  .      .       ^  1 

mule   r  =  \ /-  ;  tt  est  donné  avec  une  erreur  inférieure  à  — —  ;  en 

Y  4  71  10^ 

prenant  le  décimètre  comme  unité,  on  a 

A  —     —  H         ==  — \  —  .  —  <  0,33  : 

Y 

en  conservant  dans  —  deux  chifîres  décimaux  exacts,  on  obtient  un 

t: 

nombre  875,98,  avec  une  erreur  totale  inférieure  à  0,34;  par  suite 

3  „  .      .  3 

—  V  =  656,  985  est  connu  avec  une  erreur  inférieure  à  —  0,34  <;  0,27. 

4  4 

En  prenant  la  racine  cubique  de  ce  nombre,  on  a  un  résultat  compris 

entre  8,6  et  8,7;  l'erreur  commise  est  au  plus  égale  à      H'^J.  ou 

S  (8,6/ 

0,0013;  en  calculant  le  résultat  avec  quatre  chifl'res  décimaux,  on 
commet  une  nouvelle  erreur  inférieure  à  0,0001,  par  conséquent  le 
nombre  trouvé,  8,6933,  est  connu  avec  une  erreur  inférieure  à  0,0014; 
le  rayon  cherché  est  donc  compris  entre  8,6919  et  8,6947. 


97.  —  Déterminer  Vapproximation  avec  laquelle  on  peut  évaluer 
le  côté  h  d'un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  Vhypoléhuse 
a  =  85°^,7  à  0'",2  près  et  V angle  B  =  36°28'  à  5'  près. 

Le  côté  h  est  donné  par  la  formule  b  =  a  sin  B,  d'où  l'on  tire 
àb  =  Aa.  sin  B  -h  a  cos  B.  AB. 

577 

Ici  AB  doit  être  évalué  en  radian,  et  a  pour  valeur  ïgQ^^^' 

cette  valeur  étant  inférieure  à  0,0016;  comme  sin  B  et  cos  B  sont 
inférieurs  respectivement  à  0,6  et  0,9,  on  a  pour  limite  de  A/>  le 
nombre  0,2x0,6-4-90x0,9x0,0016  ou  0,25. 

Le  calcul  fait  à  l'aide  des  tables  de  logarithmes  donne  6  =  50,94, 
avec  une  erreur  due  aux  tables  inférieure  à  0,01  ;  l'erreur  totale  est 
donc  inférieure  à  0,26. 


98.  —  Avec  quelle  approximation  connait-on  la  durée  d^oscilla- 
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iion  d'un  pendule  simple  dont  la  longueur  est  578  à  0,002 

près;  le  nombre  g  est  égal  à  9, H\  à  0,005  près.  Quelle  valeur  appro- 
chée suffil-il  de  prendre  pour  t:  pour  effectuer  le  calcul? 

La  formule  ^=-i/—   donne  d'abord  —  =  0,16085...,  avec  une 
Vf/  9 

erreur  au  plus  éffale  à  —~v-l^  ouà  0,0003  ;  en  prenant  —  =  0,1608 

9        9'  9 
avec  quatre  chiffres  exacts.  Terreur  totale  est  inférieure  à  0,0004.  La 

racine  carrée  est  supérieure  à  0,4,  Terreur  dont  elle  est  affectée  est 

.      .        ,   0,0004        ^  ,1  • 

inférieure  a  ^  ou  0,0005;  en  prenant  la  racine  carrée  avec  quatre 

2x0,4 

chiffres  exacts,  0,4009,  Terreur  totale  est  inférieure  à  0,0006.  Il 
reste  à  calculer  le  produit  de  cette  racine  par  t:  ;  Terreur  sur  le  pro- 
duit est 

A- X  0,4009  + 0,0006  Xtt; 

il  suffit  de  prendre  A- =  0,005,  c'est-à-dire  ti  =  3,14  pourque'les 
deux  termes  soient  du  même  ordre  de  grandeur,  on  a  alors  comme 
limite  de  Terreur  0,004.  En  prenant  trois  chiffres  dans  le  produit 
1,2596,  on  trouve  comme  résultat  1,26  à  0,005  près. 


99.  —  Calculer  à  un  millimètre  près  les  dimensions  du  litre, 
sachant  qu'il  a  la  forme  d'un  cylindre  dont  la  hauteur  est  égale  au 
diamètre. 

Si  h  est  la  hauteur  du  Cylindre,  on  a,  en  prenant  le  décimètre 
comme  unité, 


X  0,3183098. . 


Il  faut  que  le  résultat  soit  connu  avec  deux  chiffres  exacts  ;  il  suffit 
que  Terreur  commise  sur  la  racine  soit  inférieure  à  0,005,  et  que,  d'autre 
part,  Terreur  provenant  des  chiffres  négligés  soit  inférieure  à  la  même 
limite  ;  il  suffît  alors  que  la  quantité  sous  le  radical  soit  connue  avec 

\ 

une  erreur  inférieure  à  0,015.  Nous  prendrons  —  =  0,318  avec  une 
erreur  inférieure  à   0,00031  ;    nous  serons  certains  que  le  produit 
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4x0,318  =  1,272  est  affecté  d'une  erreur  inférieure  à  0,0015;  comme 
la  racine  cubique  de  1,272  évaluée  avec  trois  chiffrés  décimaux  est 
1,083,  on  obtient  finalement  pour  valeur  de  la  hauteur  1,08  à  un 
millimètre  près. 


100.  —  Calculer  à  1  millième  près  tg  15°  qui  est  égale  à 

/{  —  cos  3Q<^ 
\/l  +  cos30°* 
On  a   

tg  15°  =  \/^~^i  =  \/7-4v/3"; 

comme  la  racine  est  supérieure  à  0,25,  il  suffit  que  l'erreur  dont  est 
affectée  la  quantité  sous  le  radical  soit  inférieure  à  0,0005  ou  que 
y/  3  soit  connu  avec  quatre  chiffres  décimaux  exacts.  En  prenant 
^3  =1,73205  à  0,00001  près,  on  a  pour  la  quantité  sous  le  radical 
0,07180  à  0,00004  près,  et  sa  racine  est  0,2679  avec  une  erreur  infé- 
rieure à  0,0008.  En  adoptant  la  valeur  0,268,  on  est  certain  que  le 
résultat  est  affecté  d'une  erreur  inférieure  à  0,001. 


101.  —  Uintensité  d'un  courant  est  liée  à  la  déviation  cp  de  la 
boussole  par  la  formule  i  =  atgcp,  a  étant  une  constante.  Quelle 
relation  existe-t-il  entre  les  erreurs  relatives  de  i  et  de  cp? 

On  a 

^.       aAcp  At  /A  cp\  2's> 

cos^  cp  '  i      \  cp  /  sin  2cp 

L'erreur  relative  de  i  est  égale  à  Terreur  relative  de  cp,  multi- 
2:. 

pliee  par  - — —  • 
sin  2cp 

102.  —  Trouver  la  vraie  valeur 
1  _  3^.2     2x^  _3  ^ 

(x''  —  \y   '      \  —  x^    1— x'' 


pour  X 


1  de 


log  X 
x"  1 


log  Sin  — 


DÉRIVÉES  ET  .DIFFÉRENTIELLES  87 

pour  X  =  0,  de 

—  —  sin^iT  sin    —  xcosx 


s,mx  x'"  x(^\ — cosx) 


log  x,  af. 


1°  En  prenant  le  rapport  des  dérivées  secondes  pour  x=\,  on 
3 

obtient        c'est  le  résultat  auquel  on  arriverait  en  divisant  les  deux 
4 

termes  de  la  fraction  par  (x —  1)-,   et  faisant  ensuite  x=\, 

2°  En  réduisant  les  fractions  au  même  dénonainateur,  on  remplace 
la  différence  par 

—  (1  —x){2x^i) 
(l_^)(t_l-^)(l  4_x-t_x-2)' 

1 

«t  Ton  trouve  comme  limite  —  —  • 
3°  Le  rapport  des  dérivées  est 

1:  nx''-'  =  —' 
X  nx" 

la  limite  est  —  •  /    _  \ 

/    I   \  cos^^ 

4°  Le  rapport  des  dérivées  est  |   —  1  ^,  __     ;  le  premier  de 

ces  deux  facteurs  a  pour  limite  -^î  deuxième,  qui  prend  encore  pour 
X  =  i    la  forme  indéterminée  ~  a  même  limite  que  le  rapport  des 

  71    .  TZ 

dérivées  5  c'est-à-dire  -?  le  rapport  donné  a  pour 

limite  — 

o 

5°  Le  rapport  des  dérivées   a  pour  limite  2. 

cos  X 

6<»  Le  rapport  des  dérivées,  — — ^!iL?^,  se  présente  encore  pour 

0 

a;  =  0  sous  la  forme  — ;  en  prenant  le  rapport  des  dérivées  successi- 

8  cos  2x  1 
ves,  on  arrive  au  quotient  — — —  dont  la  limite  est  — •    On  arrive- 

24  o  „ 

X 

rait  encore  à  ce  résultat,  en  remplaçant  sin  a;  par  x  —  "^"(1+0» 
e  tendant  vers  zéro  avec  x. 
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7°  En  prenant  les  rapports  des  dérivées  successives,  on  obtient 
2 

la  limite  —  >  on  arriverait  encore  à  ce  résultat  en  remplaçant  sinar  par 
X  —  ^(1-f-e)  et  cosa;  par  1—^(1 -t-e'). 

8°  11  résulte  du  n°  177  que  la  limite  est  nulle  si  n  est  positif,  et 
infinie  si  ai  est  nul  ou  négatif. 

9°  En  posant  y  z=x'',  on  a  log  ?/  =x\ogx,  la  limite  pour  a;  =  0 
de  logî/  est  nulle  et  celle  de  y  est  alors  égale  à  Tunité. 


103.  —  En  se  servant  des  développements  en  série  des  fonctions 
simples,  déterminer  le  développement  en  série  des  fonctions  suivantes  : 


ji  —\-\-\'\^x-  ,     1-4- a: 

'  '  — 2ï — '  '°§r=^' 

1 

déduire  du  dernier  développement,  en  posant  x  =       ^  ^  ?    la  formule 

log(„  +  l)-log«  =  2[^  +  3^^^+.  .  .]; 

cette  formule  sert  à  calculer  les  logarithmes  népériens  des  nombres 
entiers  successifs. 

/y»6 


2         .         X''  X' 

1°         e-^  =  1  --f 


1      1.2  1.2.3 

la  série  est  convergente  quel  que  soit  x. 


2 

.  X-     x*  ,  x'' 

la  série  est  convergente  si  x  est  inférieur  à  2  en  valeur  absolue. 


3°  Le  développement  en  série  de  i/r+  x^  =  (1  -f-  x-)  ^  est(n°  183) 
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le  développement  cherché  est 

\  Tx      \  x'^     1.3  x^     1.3.5  x'' 

il  est  convergent  pour  x  inférieur  à  l'unité  en  valeur  absolue. 

4°  En  retranchant  Fun  de  l'autre  le  développement  de  log(l  -h  x} 
(n°  184)  et  celui  qui  s'en  déduit  en  changeant  le  signe  de  x,  on  a 

la  série  étant  convergente  pour  x  inférieur  à  1   en  valeur  absolue. 


104.  —  Sachant  que  la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révolution 
aplati  dont  le  rayon  de  Véquateur  est  a  et  Vexcentricité  e  est  donnée 
par  la  formule 

^    „  /  .      1  —  e- ,  .  1  -f-  e 
s  =  2~a^i-\  — log 


2e         1  —  e^ 

développer  s  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  e. 

En  appliquant  le  résultat  précédent  on  a  pour  toute  valeur  de  e 
inférieure  à  l'unité 

log   =  (1  -  e-)    l  -4-  ^  4-  V  + 


2e    "i—e     ^         '\        3  5 
de  sorte  que  Ton  obtient 


'^"■L*-ï:3^^-5?7--J 


105.  —  Développer  en  série  arc  sin  x  en  utilisant  le  dévelop- 
pement en  série  de  la  dérivée  de  cette  fonction. 

Le  développement  en  série  de  la  dérivée  de  ?/ =  arc  sin  a;  est 
(n«  183) 


^0 
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celui  de  l'arc  y  s'annulant  avec  x  est 

X      \  x^     1.3  x^     1.3.5  x"^ 

ce  développement  étant  valable  pour  x  inférieur  à  Tunité  en  valeur 
absolue.  La  somme  de  la  deuxième  série  de  l'exercice  19  est  la  valeur 

.       1  TT 

de  arc  sm  —   ou  • 
2  1) 


106.  —  Vérifier  la  formule 

.if 

^=4arctg|— arctg^lg 

et  en  déduire  la  valeur  de  -k. 

\  1  . 

En  posant   a  =  arc  tg— ^  =  arc  tg— ->    il  faut  vérifier  que 

4a  =  p-f-—   ou  tg4a  =  ^j  il  suffit  de  remplacer  tg  4a  par 

T^Sï^^fe'  P"^'  I       tg?  par  2^9*  On  en  déduit 

4"Ll^      3  53^5  5^  J     [239     3  239^  J 

Les  deux  séries  sont  rapidement  convergentes  :  en  prenant  trois 
termes  dans  la  première  et  un  seul  terme  dans  la  seconde,  l'erreur 
(n°  40)  est  inférieure  à  la  somme  des  premiers  termes  négligés  ou  à 

0,00001,  et  Ton  obtient  0,785405  •••  comme  valeur  approchée  de^- 

4 


107.  —  On  donne  un  arc  de  cercle  AB  dont  la  corde  est  égale 

à  21  et  dont  la  flèche  est       et  l'on  pose  -^=a;;   démontrer  que  la 

t 

valeur  de  l'arc  AB  est  donnée  par  la  série 
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montrer  que  si  Von  prend,  comme  valeur  approchée  de  Carc  AB, 

/  — 

V expression  2  \//^  -h     -f-  ^>     et  si  on  la  développe  en  série  suivant 

les  puissances  croissantes  de  la  différence  entre  la  valeur  exacte 
et  la  valeur  approchée  de  l'arc  est  divisible  par  x^. 

Si  a  est  la  moitié  de  la  mesure  en  radian  de  Parc  AB  et  r  le 
rayon  du  cercle,  on  a  2/ =  corde  AB  =  2r  sin  a,  r(l — cos  a),  de 
sorte  que  Ton  a 


f      \  —  cos  a      .  a 

x=-^  =  ^  =  icr-~,      a  =  2arc 

/         sin  a  ^2 


.  X     x^  ~] 


2lx  1  -h  x^ 

L'arc  AB  est  égal  à  2ra  =  -.  =  2/a  -—  En  remplaçant  a 

,  sin  ce  JiX  ^ 

par  sa  valeur,  on  a 

arc  AB  =  2/  (1  +  x^)  f  1  —  ^ 


3  5 

/         2  2  2 

2ll{-h-^x'~  —  -:f^x'^-+~-^x^  — 
\       1.3        3.5  5.7 


si  Ton  considère  la  valeur  approchée 


et  si  l'on  développe  \/i-i-x^  comme  dans  Texercice  103,  on  obtient 
la  série 

^^l^^i''       2   i~^2.lJ  J' 

la  différence  entre  la  valeur  approchée  et  la  valeur  exacte  est 


108.  —  Former  le  tableau  des  différences  successives  de  la  suite 
des  carrés  des  nombres  entiers,  ainsi  que  de  la  suite  des  cubes  de  ces 
nombres. 
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Carrés. 

Cubes. 

u 

Au 

A^'u 

u 

Au 

A^u 

A^u 

1 

3 

2 

0 

1 

7 

12 

6 

(1 

4 

5 

2 

0 

8 

19 

18 

6 

0 

9 

7 

2 

0 

27 

37 

24 

6 

0 

2/H-l 

2 

0 

3/12-4-3/1  +  1 

G(//  +  l) 

6 

0 

2(/i+l)+l 

2 

0 

^3(/i  +  l)2 

+  3(//  +  l) 
(-+-1 

6(//-+-2) 

6 

0 

109.  —  Appliquer  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  et 
celle  de  Newton  à  la  détermination  d'une  fonction  qui  prend  les  mêmes 

valeurs  que  cos  x  pourx  —  — — ^  j    0,  Même 

question  en  remplaçant  co^x  par  sina:. 

Les  valeurs  de  cosa:  et  sina:  pour  les  valeurs  données  de  x  sont 


7Ï 

0 

2 

T 

"2^ 

COS  X 

0 

2 

1 

2 

0 

sin  X 

—  1 

2 

0 

v/2 
2 

1 

En  appliquant  la  formule  de  Lagrange,  et  simplifiant,  on  a  pour 
valeur  approchée  de  cpsic: 


et  pour  valeur  approchée  de  sin  x  : 

32     /  ,      7i2\      G4    \/2    /  ,  \ 
^  =  373  H"  ~  Ï6  )  -  3.3  '  T  -      -  -4-)  • 
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Pour  appliquer  la  formule  de  New  ton,  nous  formons  le  tableau  des 
différences 


Cos  X 


Sin 

V 

—  1 

i/v 

'-y 

\/2  —  \ 

v/2 
2 

2 

0 

0 

1  —  \/2 

^2 
2 

■-f 

1 

1— v/2 
1— \/2 


110.  —  La  pression  de  la  vapeur  d'eau  en  mm.  de  mercure  aux 
environs  de  100°  est  donnée  par  le  tableau  suivant: 

t      99         95,5     100    100,5  101 

p    733,24    746,52    760    773,69  787,58; 

appliquer  les  diverses  formules  d'interpolation  au  calcul  de  la  pres- 
sion pour  une  température  comprise  entre  99,5  et  100,5. 

En  employant  les  notations  du  n''  192,  nous  formons  le  tableau 
des  différences 
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99,5 


iOO 


100,5 


101 


733,24 


746,52 


760 


773,( 


787,58 


^  1 


13,28 


BL±  =  13,48 


^  1 

0  JL 


13,585 
13,69 


El  =  13,89 

2 


=  0,21 


5^  =  0,20 


8^ 


Bl±  =  0,01 

2  ' 


^  3 


L=_0,01 


0,02 


Nous  n'insistons  pas  sur  l'emploi  de  la  formule  de  Newton,  et 

X  100 

nous  utilisons  les  formules  de  Gauss  en  posant  z  =  — — - —  ;  après 

U,o 

avoir  calculé  Cf,  C|^.i,  Q+i,  Q+i  et  C^^2,  nous  abtenons  les  résultats 
suivants  : 

1**  Pour  l'interpolation  en  avant  de  a:  =  100, 

u  =  700  +  1 3,69  ^1^+0,21  ."^QH^- 
U,5  1  .  J  .  (0,5j- 

__0  01     —  99,5)  (g?  —  100) (g;  —  100,5) 
1.2.3.  (0,5)^ 
(x  —  99,5)  (x  —  100)  (x  —  100,5)     —  101)  . 
1  .2.3.4.(0,5)^ 

2°  Pour  l'interpolation  en  arrière  de  x=  100, 

«  =  760  + 1 3,48  +  0,21  (^^f^ïj^m 

-L.n  01     —  99,5)  (x  —  100)  (x  —  100,5) 
'  1.2.3.(0,5)' 
^     (x  —  99)  {x  —  99,5)  Qr  —  100)  {x  —  100,5) . 
1  2.3.4.(0,5)* 
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3^  Indinéremment,  en  avant  et  en  arrière  ôe  x=  100, 

.  ^  /60  +  13,580  +  0,21 

_       (x  — 99,5)(x— lOOy^Çrc— 100,5) 
1.2.3.4.  (0,5)^ 

Pour  a;  =100,2,  la  l""^  et  la  formule  donnent  le  même 
résuHat:  765,4509. 


111.  —  Déterminer  l'ordre  infinitésimal  et  la  partie  principale 
des  fonctions  suivantes,  où  x  est  infiniment  petit  principal  : 

1 — cosa:,       i^x  —  sina-,       2sina:  —  sin  2j:  —  x^,       \J x  —  y/sino;^ 

^-V^iï     (a-6  =  x),     e-\^,  log(H-ir) 


1»     àî/  =  1  —  COS  X 


a;+2 


n      ,        .  •  sin       — cos  a:)  x^ 

^       °  cosa?  2 

30    Av  =  2  sin  a:  —  sin  2x  —  x^  =  —  -î-  -|-  .  .  .  , 

4 


40    \y  =  \/x  —  y/ 


X-' 


sin  X 


x  —  smx         0  x-^ 


V/ic-h/sina;     2^x '•^ 


^        2        ^  a-\-b  /— r 


a  —  b 
2 


a  4-  a  +  •  .  .  8a 


A         X  2       /.       a:^    ,  a:^  \ 

'-y 
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7»  .,=iog(,+.)_ 


112.  —  Un  cercle  el  une  parabole  étant  représentés  par  les 
équations 

a;2  _^  y2  _  2R^  ^  0,  —  2py  =  0, 

■0^1  considère  x  comme  infiniment  petit  principal  y'  évaluer  l'ordre 
infinitésimal  et  la  partie  principale  de  la  différence  entre  les  ordon- 
nées des  deux  courbes  correspondant  à  la  même  valeur  de  x  ;  com- 
ment doit-on  choisir  R  pour  que  l'ordre  infinitésimal  soit  maximum? 

L'ordonnée  d'un  point  du  cercle  s'annulant  en  même  temps  que 
l'abscisse  est 

^  ^  L       V       ft V   J      2  R      8  R3 

la  différence  entre  les  ordonnées  des  deux  courbes  est 

~2^R      p/"^8R3"^  ' 

si  R  7^  jo,  cette  différence  est  du  second  ordre  ;  si  R  =  elle  est  du 
quatrième  ordre. 


113.  —  Déterminer  les  dérivées  et  les  différentielles  des  fonctions 
implicites  étudiées  dans  l'exercice  84,  ainsi  que  des  fonctions  y  et  z 
définies  par  les  équations 

X-  -\-  y- -h  z-  ~\-  yz  -h  zx  -f-  xy  ^  a^, 
x-hy     z  =  b. 

En  égalant  entre  elles  les  différentielles  totales  des  deux  membres 
des  équations  considérées,  on  a 
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20    (3a;2     day)  dx  -h  (Sî/^  —  2ax)  dy  =  0,        dy  =  ^'~~^-[dx  ; 


ax- 


■y 


I                         1  j          "  COS  X  j 

ô'^    cos  y  ay  =  ri  cos  X  dx,  ay  =  dx' 

^   ^  ^  cosy 

40    xdx-\-ydy  ^xdy^ydx  cîy  =  ^^^^dx' 

x'^-hy^          x--^-y-  X  —  y  ^ 

5°    (2x  4-  2/  4-  z)  dx^(x-\-2y-^  z)  dy  H-  (^c  +  y  4-  2:;)  dz  =  0, 

dx  -+-  dy  dz  =  0  ; 


on-  en  tire 


dx    dy    dz  dy   z  — x  dz   x  —  y 

y  —  z     z  —  X     X  —  y'         dx      y  —  z  dx      y — z 


114.  —  Étant  données  les  deux  fonctions 

on  suppose  que  l'on  exprime  x  et  y  au  moyen  de  deux  nouvelles 
variables  Xi  et  yi\  démontrer  que  l'on  a 


ôX 

5X 

ôX 

^x 

^Xi 

^x 

5?/ 

X 

bXi 

ÔY 

()Y 

ôY 

ÔY 

àXi 

^x 

^y 

àXi 

Chacun  des  déterminants  qui  entrent  dans  cette  formule  s'appelh 
déterminant  fonctionnel  ou  jacohien  des  deux  fonctions  qu'il  renferme 
par  rapport  aux  variables  dont  elles  dépendent. 


En  prenant  les  différentielles  totales,  on  a 


,^      ôX  .       ôX  . 

aX  =  dx  4-  T —  dy, 

^x  ^y 

,       ^x  ,        ^x  , 
dx  =  z —  dXi  +  —  a^/i, 


c/Y 


ÔY 

^x 


dx 


VOGT.  —  Solut. 


dy  =  dx, 

^  ^Xi 


ÔY 

^y 
^yi 


ày. 


^yij 
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d'où 


t/X 


bx  ô^i      by  byj 


Les  coefficients  de  dxi  et  c/î/j  dans  les  seconds  memlires  sont  les 
dérivées  partielles  de  X  et  de  Y  par  rapport  à  Xi  et  y^  ;  le  déterminant 
fonctionnel  formé  au  moyen  de  ces  dérivées  est 

bx  ôxi      ày  bxi        bx  ôî/i      by  ()yi 
ôY^_^ôYô£      ôY  bx  ,  dY  by 
ôj:,      ôî/  ôa?!        bx  ôî/i      ôî/  dî/i 

on  vérifie  bien,  en  le  développant,  qu'il  est  égal  au  déterminant  fonc- 
tionnel de  X  et  Y  par  rapport  k  x  et  y,  multipliées  par  le  déterminant 
fonctionnel  de  x  et  y  par  rapport  à  Xi  et  yi. 


115.  —  Calculer  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de 

l'expression  r  =  \/(x  —  a)-  -h  (y  —  6)-  -t-  (-  —  c)^,   ainsi  que  de  —  ; 

!.. 

montrer  que  la  fonction  tz  —  —  satisfait  à  la  relation 


(>x-  ôy^ 

En  prenant  la  différentielle  totale  de     on  a 

,       (x  —  a)  ,       y  —  b  ,       z  —  c  , 

dr  =  ^  ^ dx  4-   du  H  dz, 

r  r  r  ' 

et  l'on  en  déduit  les  dérivées  partielles 

 x  —  a      ()r  y  —  b      r»r  z  —  c  ^ 

bx         r         by         r         ôz        r  ' 

en  prenant  de  même  les  différentielles  totales  de  ces  dérivées,  on  a 

^ôr  dx     (.T  —  a)dr 

hx      r  r^ 

(x  —  aY  1  ,       (x  —  a)  (v  —  b)  ,       (x  —  a)(z  —  c) 


r  \      (,r  —  aY  1  .       (x  —  a)(u-^  b)  . 
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et  des  formules  analogues  pour  les  autres  dérivées;  on  en  déduit  les 
dérivées  partielles  du  second  ordre 

O-r      1      (x—ay  Çx  —  a)(y  —  b) 

On  peut  vérifier  que  l'on  a  identiquement  * 

i                   *  dr 
Pour  la  fonction  Z2  =  — 5  on  a  de  même  du  =  ^;    on  en  dé- 
duit 

ÔJ7  4  (>r         X  —  a        Ô£          y_ — h        ôt/         z  —  c 


^>x         r-  (>x  r'^  i)y  n  ô: 

-a)dr_r     i    ^  3(x-ayr 


j^u  ^      dx  ^  3(x—a)dr  ^^  _  1    ^  oyx-  —  uj- 


+ 

on  en  déduit  les  dérivées  partielles  du  second  ordre 

^'11  1  _^  K^  —  ay^  _^Kx  —  a)  (y  —  b) 

dx-  r-'  ()X(>y 

on  vérifie  que  Ton  a  identiquement 

c)2u     0%     ô^u  ^ 
Oar-      oy-  oz- 


116.  —  La  pression  p  d'un  yaz  par  fait  est  liée  à  son  volume  v 
et  à  la  température  absolue  T  par  la  formule  pv  =  Rï,  où  R  est 
une  constante.  Montrer  que  la  différentielle  totale  de  p  est  donnée 
par  la  formule 

dp  _  dT  dv 
p  ~  T        V  ' 

En  égalant  les  différentielles  totales  des  deux  membres  de  l'équa- 
tion donnée,  on  a 

pdv  4-  vdp  —  R(/T 
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et,  en  divisant  les  deux  membres  par  pv  ou  RT,  on  a  la  relation 

d_p  dv__dT 

En  prenant  les  différentielles  logarithmiques  des  deux  membres 
^e  l'équation  donnée,  on  arriverait  au  même  résultat. 


117.  —  Former  à  priori  les  différentielles  totales  des  fonctions 
étudiées  dans  l'exercice  83,  et  en  déduire  les  dérivées  partielles  de 
ces  fonctions. 


xy  J         X         y  x^  y- 

20  d  arc  te  ^  +        (f/g?  -f-  dy^  (1  —  xy)  +  (a;  H-  i/)  {xdy  +  ydx") 
^  \—xy  (1  —xyy-  -\-{x^yy- 

 dx{\  H-.V^)  -4-  dy{\  -4-  x^)         dx  ■  dy 

~        (1      x^)({'-\-y^)        —  i-^i'^'ï^.y^' 

2o  ^  xy  (^dy  -4-  ydx)  (  t  -\-x^-hy^)  —  xy  (xdx  -f-  ydy) 

_  1/(1  H-  .v^)c/a:  -4-  a'(i  H-  x'^)dy 
(1  +  ^2  -f- 

4"  de""'^-  —  e^^'  (i/sc/a:  -h  zxdy  -{-  xydz). 

Les  dérivées  partielles  sont  les  coefficients  de  dx,  dy,  dz  dans 
les  seconds  membres. 


118.  —  Transformer  les  expressions 

xdy  —  ydx  'àu  ci^u  t>-u 

ic'-^  H- 1/^  bx        ày  i)x^  by'^ 

lorsqu'on  passe  des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées  polaires, 
u  étant  une  fonction  de  x  et  y. 

1°  D'après  les  formules  de  transformation  (n°  200),  on  a 

^^^F^  =     [p  cos  0((/p  sin  0  4-  p  cos  0^/0) 

—  p  sin  0(Jp  cos  0  —  p  sin  0(/0)]  =--dQ  ; 
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cola  résulte  encore  de  la  relation  6     arc  tu:  —  et  de  la  diirérentiation 

X 

de  cette  relation. 

2°  Des  formules  (7)  du  n°  206,  on  déduit 

—  =  —  cos  ô  —  sin  6,  — -  =      sin  6  H  -— -  cos  0 

et  Ton  en  tire 

_4_î,     =p     j   ^     =  P      cos  20  —  — -  sin  26. 

3°  En  dérivant,  par  rapport  à  p  et  6,  les  deux  membres  des  équa- 
tions donnant  —  et  — »   considérés  comme  fonctions  composées  de  p 

bx      ôy  . 
et  Ô,  on  a  ^ 

—  cos  ô  H-  — —  sin  ô  =  — -  cos  6   — -  sin  6  -f-  —  — -  sin  6, 

bx^  bx^y  ôp2  p  ôpôO  p2  06 

cos  6  H         sm  6  =  — -  sin  6  -r-  —        cos  6  r  —  cos  Ô, 


bxi)y  ôp-  p  ôpdô  p2  ôô 

^.(-Psm0)  +  — pcosO 

,  1    ()-«     .      -         ÔU     .      .  1  (>f7 

=  - —  cos  6  —  —  — -  sin  0  sm  6  cos  6, 

ôpôO  p  ôô-  ôp  p  Ô6 

■( —  p  sm  6)  H-  —  0  cos  ô 


=  — -  sin  6  H  — —  cos  6  H  cos  G  sm  6. 

ôpôô  p  ôp  p  ô6 

On  peut  en  tirer  les  dérivées  7-^»  ^-^j      ~  et  former  la  somme 

ÙX'    oy'^  Oxi)y 

des  deux  premières,  mais  on  voit  encore  qu'en  multipliant  les  équations 
respectiverftent  par  cos  6,  sin  6,  — ^HL?,  qi  — cos_Q_  qHq^  ^^q^^i^j^^^ 
on  trouve  ,  P  P 

1  ô^g      1  bu 

()ic2"^Ô^2—  5^2-+-  p2  ^0-^  p  dp* 
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119.  —  Transformer  les  expressions 

^  \bxj       \ày  I  /  ^x-  ôz^ 

lorsqu'on  passe  des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées  polaires 
dans  l'espace. 

1°  Les  formules  de  transformation  (n°  109) 

=  p  sin  6  cos  -]/,       2/  —  p  sin  6  sin  ^  =  p  cos  6 

donnent 

dx  =  dp  sin  G  cos  tj^  4-  p  cos  6  cos  4/  (/G  —  p  sin  G  sin  ^  d'\>, 
dy  —  dp  sin  G  sin  -1-  p  cos  G  sin  f/Q  +  p  sin  G  cos  J/  d'h, 
c/z     f/p  cos  G         — psinGc/G. 

Les  dérivées  partielles  de  x,  y,  z  par  rapport  à  p,  G,  ^  sont  les 
coefficients  de  c?p,  c/G,  d'J^  dans  les  seconds  membres;  on  voit  de  plus, 
en  formant  la  somme  des  carrés  des  équations  précédentes,  que  Ton  a 

dx^  -4-  dy^  +  dz'-  =  dp^  -f-  p^db^  -h  p^  sin^Q  dÇ-. 

2°  Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n°  206,  nous  avons 

.    ^    .    .  ôtz 

sin  G  cos  <L  +  —  sm  G  sin    +  —  cos  G, 

cos  G  cos    +  —  cos  G  sm  4^  —  —  sin  G, 
.        ôî/  '  ôz 

—  sin  G  sin  <]/  H-  —  sin  G  cos  -i/  : 

Ox  ' 

comme  dans  l'exercice  précédent,  nous  en  tirerons  les  dérivées 

.        ,       sin  'L  dtz 
cos  G  cos  •]/  —     ■      — » 

p  sm  G  O'j/ 

,    .    .  cos  J/  ôtz 

cos  G  sin  -l  H  r-^  —  ' 

^  p  sin, G  ô'} 

sin  G, 

p  uu 

et  nous  trouverons 

\àx)'~^\ày)       \àz)  ""Up/       p'v''Oy       p- sin'^  G\ôf/ 


ôzz 

_^U 

ôp 

^X 

1  ^ 

_^U 

p  ÔG 

^x 

1  ÔIZ 

p  ôrf 

du 

do 

sin  G  cos  •]/  + 

J_ 

dzz 

i)X 

"ôp 

P 

ÔG 

ôtz 

diz 

sin  G  sin  -J/  -f- 

j_ 

dzz 

"5p 

P 

ÔG 

c^zz 

dzz 

cos  G  • — 

i)U 

ôz 

-ôp 

P 

ÔG 
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3°  Comme  dans  l'exercice  précédent,  on  considère  les  dérivées 

^  comme  des  fonctions  composées  de  c,  6,  di  et  Ton  prend 
ôî/   Oz  ' 

les  dérivées  partielles  des  deux  membres  des  équations  précédentes 
par  rapport  à  o,  6  et  ;  on  obtient  ainsi  neuf  équations,  dont  les  pre- 
miers membres  sont  de  la  forme 

iP'"^â;T^T''  =     2,  3) 


avec 


ai  =  sin  6  cos  ^i/,  =  sin  6  sin  =  cos  G, 

a,  =  p  cos  6  COS  ^2  =  2  cos  6  sin         yo     —  p  sin  6, 

ag  =  —  p  sin  6  sin  ^jy,      p3  =  p  sin  0  cos  ^,      yg  =:  0, 

et  dont  les  seconds  membres,  qu'il  est  facile  de  former  et  que  nous 
n'écrivons  pas,  renferment  les  dérivées  premières  et  secondes  de  u  par 
rapport  à  p,  6  et  ^.  En  multipliant  les  deux  membres  de  ces  neuf  équa- 
tions respectivement  par  ai,  [^i,  yi,       ^5  ^,  ?  0, 


p^    p2    p2  sin-  0    p2  sin- 


et  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient  la  relation 
ôx*  "  ôp2     p2  Ô6-^     p2  sin^  0  ô'f-      p  ôp     p^  sin  6 


IV.  -  EXERCICES  SUR  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS 


120.  —  Déterminer  par  la  trigonométrie  les  racines  réelles,, 
puis  les  racines  imaginaires  des  équations 

les  calculer  ensuite  algébriquement  en  utilisant  la  méthode  de  résolu- 
tion des  équations  réciproques. 

Les  racines  de  x""  —  1  =  0  sont  cos       -h  i  sin 

m  m 

Pour  771  =  5,  les  racines  sont  :  une  réelle  égale  à  l  et 


27r^.  .  2-         —  i  ,  .Vl04-2v/'5 

cos  —  di  i  sin  —  =  - — ,  ih  ï  — 

5  5  4  4 


47r  ,    .   .    ^T.      —  V^a  — 1  _x_  -VAO  — 21/5 

COS  —  =±:  1  sin  —  =  — —,  =b  i  — • 

5  5  4  4 

2°  Pour  771  =  6,  les  racines  sont  :  deux  réelles  égales  à  zb  1  et 

2-_^.  .   2:r      1    .   ./3  47:  ,   .  .   4-     —  1,  -V^ 

cos-d=7Sin-  =  -d=.î^,       cos-zt:7sm-  =  — dzt^. 

H  Pour  771  =  8,  les  racines  sont  deux  réelles  égales  àdzl,  deux 
imaginaires  pures  égales  à  àz  i,  et 

2::  ,    .    .    2::      \/2  ,    Y 2  Ctt  ,    .    .    6::      —^2  ,  .\/2 

cos--d=tsin--  =  y±.  — .       cos-=i=.sin-  =  -^±7V_. 

Pour  résoudre  algébriquement  ces  équations,  on  divise  d'abord  le 
premier  membre  par  les  facteurs  x±\  qu'il  peut  posséder  ;  en  égalant 
à  zéro  le  quotient,  on  a  une  équation  réciproque  que  l'on  résout  en 
divisant  d'abord  son  premier  membre  par  une  puissance  de  x  dont 

1 

l'exposant  est  la  moitié  du  degré,  et  posant  ensuite  x-\  =  z.  A 
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chaque  racine  de  l'équation  en  z  obtenue  correspondent  deux  valeurs 
de  X  tirées  de  Téquation  x-  —     -f- 1  =  0  et  égales  à  -^  —  ^         ^  • 
1°      —  1  =  (.T  —  1)  (x*  H-  a:^  _(_  a:-2  -f-  a;  +  1) 

(a;  _        /a:2  H- 1 -f- 0^ -H  1  ^  jV 
\         x~  X  j 

1 

Par  la  transformation  a:  H —  =  s,  le  dernier  facteur  égalé  à  zéro 
conduit  à  Téquation 

—  1=0,       d  ou       z  =   ^  » 

et  on  en  déduit  les  valeurs  de  x  déjà  calculées. 

2°  x6  —  1  =      _  1)  (ic*  -f-     +  i)  r=  {x'~  —  \y'-  ^  > 

le  dernier  facteur  égalé  à  zéro  conduit  à  l'équation 

z^— 1  =  0,       doù       z  =  dil,       a:  =  ±^±:i^. 

3°  a;8  —  1  =  (^2  _     (^2  _|_  i)  (^^^^  h-  1) 


le  dernier  facteur  égalé  à  zéro  conduit  à  l'équation 

— 2  =  0,       d'où       z=:±v/2,       a^  =  di^=izi-^. 


121.  —  Former  les  équations  qui  donnent  tg-^5  tg-^e^ 

o  4  5 

connaissant  ig  a  ;  application  au  cas  où  l'on  a   a  =  ^  ou  a  =  -K, 

2 

En  utilisant  les  formules  (6)  et  (9)  du  n°  211,  on  a  à  résoudre 
les  équations 

tg'|--3tg-|-tga(3tg^-|-l)  =  0, 
tga(tr|-6tg^f+l)  +  (4tg'|-4tg| 
tg5|-_iotg»|-  +  otg|--tga(^5  tg-|--10tg^-|  +  lj  =  0. 
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Pour  a  =  -y>  la  première  se  réduit  au  second  degré;  eHe  a  une 
racine,  infinie  et  les  racines  de  3  tg-   1=0;   ses  racines  sont 

La  deuxième  se  réduit  à  tg^  -^^  6  tg^     -I-  1  =  0       et  a  pour 

4  4 

a-acmes 

tg  I = V  3^71,    tg  (f + f  ) = VïTv^, 

La  troisième  se  réduit  au  quatrième  degré  ;  elle  a  une  racine  infinie 
•et  les  racines  de  5tg*-^  lOtg^-^+l^O;   ses  racines  sont 


2v/5 


tg 


2/5 


Pour  «=^0  ou  TT,  la  première  se  réduit  à  tg^  ~  —  3tg^=0 
-et  ses  racines  sont 

tgO  =  0,     tg|  =  v/3,     tg^  =  -\/J. 

La  deuxième  se  réduit  au  troisième  degré,  elle  a  une  racine  infinie 

€t  les  racines  de  4  tg^  ^  —  4tg^  =  0;  ses  racines  sont 
4  4 

tg0=.O,     tg|  =  i,     tgf=«,     tg|  =  _i. 
La  troisième  se  réduit  à 

tg»|-10tg»|  +  Stg|=0 
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et  a  pour  racines 

0  0 

tgy  =  — V5-+-2V/3',       tgy  =  — v/5-2\/5'. 


122.  —  Pour  trouver  les  sommes  des  deux  séries 

~    Si  =  1  +  p  ces  a  H-    cos  2a  +  •  •  •  ^    cos  na  H-  •  •  -  , 
Sa  =        p  sin  a  4-  p^  sin  2a  4-  •  •  •  +  p"  sin  nx-\-  -  •  -  , 

on  forme  une  nouvelle  série  en  ajoutant  aux  termes  de  la  première 
les  produits  par  i  des  termes  correspondants  de  la  seconde;  montrer 
que  cette  nouvelle  série  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  progression 
géométrique  ;  évaluer  sa  somme  et  la  mettre  sous  la  forme  A  +  Bï, 
A        B   étant  réels  ;  en  déduire  les  valeurs  de  Si  et  de  S2. 

Les  deux  séries  sont  convergentes  lorsque  p  est  inférieur  à  Tunité 
en  valeur  absolue  ;  la  série 

Si  -h  1  S2  =  1  -t-  p  (cos  a  H-  ï  sin  a)  +  p^  (cos  2a  -h  i  sin  2a)  H  

=  1-1-  ze'"-  H-  p^  e^i^  _|_  . . . 

est  une  progression  géométrique  de  raison  y^rpe'"  ;  sa  somme  est 

g          i  1   (i  —  p  cos  g)  -\-  ip  sin  a 

1  —  q     1  —  p  cos  a  —  ip  sin  a     (1 — p  cos  a)'^  ■+- p^  sin- a  ' 

on  en  déduit,  en  égalant  séparément  les  termes  réels  et  les  coefficients 
de  i, 

^    1  —  p  cos  a  g  p  sin  g  

'  ^      1  —  2p  cos  g  -h  p"^'  ^  ~"  1  —  2p  cos  g  H-  p2* 


123.  —  Evaluer  cos*  a  et  sin*  a  en  fonction  linéaire  des  sinus 
et  des  cosinus  de  a  et  de  ses  multiples. 

.        /l-hcos2a\2      1      cos  2a      1  /l-+-cos4a\ 

eos'„=(^ — 2 — )  =4-^— +ï( — 2—) 

  3^     cos  2a     cos  4a , 

""8""^      2  8  ' 
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1 — cos  2a\  2      1      cos2a      l  /1+cos 


sin*  a 


4  2^4 


/ 1  -h  cos  4a\ 
V       2  ) 


3      cos 2a  .  cos 4a 


8  2 

les  formules  du  n°  217  conduisent  au  même  résultat. 


124.  —  Montrer  que  le  trinôme  bicarré  à  coefficients  réels 

x'*  -t-  px^  H-  q 

peut  être  décomposé  de  trois  façons  en  un  produit  de  deux  trinomes- 
du  second  degré,  et  que  pour  l'une  au  moins  des  décompositions  les 
trinômes  ont  leurs  coefficients  réels,'  appliquer  à  x""  -\- x^  -\-  i . 

Soient  iCj,  Xo,  — Xi,  — x^  les  racines  de  Téquation;  on  a 

x^  -f-  px-  -\-q  =  (x  —  Xi)(x  —  X2)  (x  -4-  Xi)  (x  -f-  0^2)  ; 

on  peut  réunir  les  facteurs  du  second  membre  en  deux  groupes  de  deux 
Pi,  Qij  de  trois  manières  différentes  : 

Pl  =  (X  —  Xi)(x       Xi) ,  Qi  =  (x  —  X2)(x-^  X2), 

P,  =  (,r  —  Xi)  (x  —  X,),  Q^  =  (x-h  Xi)  (x  H-  Xi), 
F3  =  (x  —  Xi)  (x  -f-  x.i),         Q^  =  (x-\-  Xi)  (x  —  X2). 

Si  les  quatre  racines  sont  réelles,  les  trois  décompositions  sont 
réelles.  Si_  deux  racines  Xi,  — Xi  sont  réelles,  et  les  deux  autres 
X2,  — X2  imaginaires,  la  décomposition  Pi,  Qi  est  seule  réelle.  Si 
les  racines  sont  toutes  imaginaires,  X2  étant  conjugué  de  x^  la  dé- 
composition P2,  Q>  est  seule  réelle. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  la  décomposition  du  trinôme 
z--{-pz-{-q  en  facteurs  linéaires  conduit  à  une  décomposition  du 
trinôme  bicarré  en  facteurs  du  second  degré  à  coefficients  réels 

+  y  =  (^■'- +  f  -  \/?- ?)  (-^  +  f  +  \/?- : 

dans  le  dernier  cas,  q  et  4(/  — p^  sont  positifs  ;  on  peut  considérer  x^ 
et  q  comme  le  premier  et  le  dernier^terme  d'un  carré,  et  écrire 

x\-+-  px^-hq  =  (x'^  -^\/  q)^  —  (2^  q  —p)x^- 

=  [x^  -\-\j2\/q  —px-^-        [0^-2  _  \/2  /  7  —    a:  -f-  vY]  • 
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Exemple  : 


125.  —  Étant  donnée  une  équation  algébrique,  exprimer  en 
fonction  de  ses  coefficients  la  somme  des  carrés  de  ses  racines,  ainsi 
que  celle  de  leurs  cubes,  de  leurs  inverses,  des  carrés  de  leurs  inverses. 
Former  l'équation  qui  a  pour  racines  les  carrés  des  racines,  ou  les 
inverses  des  racines  de  V équation  donnée appliquer  à  l'équation  du 
troisième  degré. 

Soit  une  équation 

Ao^;'"  H-  AicC"-*  -h  h  A^-iX  -f-     =  0  ; 

des  formules  du  n°  220  résultent  les  relations 
^x^      (Ix,y  -  21x,T,  =  ^?  -j^oA2  ^ 

^xl  =  {lx,y  -  3  Ç^x,) (lx,x,)  +  ^^x,x,x,  =  -^'-^  ^^û^Y'  ~  ^^'^ 


^0 


J_           ^XoX^  '  •  '  Xm     Am  —  1 

X^  XiX-2,  •  •  •  Xm  Am 

^   —V  '^"^    ^   / ^  — V         Sj^i^a?;.  '  -  •  x„ 


«jCj        y     '^l/  X^X<^        Y     '^ij  X^X^  '  '  '  Xf] 

^  A^_i  —  2A^Aff,_2 

Si  y  est  le  carré  d'une  racine  x  de  l'équation  donnée,  on  a 
y  =  x^^x  =  ^y;  on  pourrait  remplacer  x  par  \/ y  dans  l'équation 
donnée,  mais  il  y  aurait  un  radical  à  faire  disparaître;  il  est  préférable 
de  diriger  le  calcul  rationnellement,  en  séparant  les  termes  de  l'équation 
en  termes  de  degrés  pairs  et  termes  de  degrés  impairs  et  écrire 

Am  — h  Am_2^^  H~  •  •  •  '-^      :  X  (A,„_i  — j—  Km—^X'^  — (—  *  •  •)  J 

en  élevant  les  deux  membres  au  carré,  et  remplaçant  x'^  par  y,  on 
obtient 

(A^  H-  A^_.y  H  y-  =  y  (A«_i  -f-  A^_3î/  -f  

l'équation  est  de  même  degré  que  l'équation  donnée. 
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4 

Si  y  est  l'inverse  d'une  racine  x  de  l'équation,  on  a  y=  —  , 
d'où  X  —  —  :  en  remplaçant  x  par  —  et  chassant  le  dénominateur, 

y  ^  y 

on  obtient  Téquation  cherchée 

Amy"'-\-km-iy"'~'^  h  Al?/ -f- Ao  =  0. 

On  peut  retrouver  la  somme  des  inverses  des  racines  a:,,  .To,...  et 
celle  des  carrés  de  ces  inverses,  en  formant  la  somme  des  racines  de 
l'équation  précédente  et  celle  des  carrés  de  ces  racines. 

Si  l'équation  est  du  troisième  degré  de  la  forme  x^  -\-  px  -f-  q  =  0^ 

on  a 

^  ^  Xi        q  xj  q^ 

l'équation  aux  carrés  des  racines,  obtenue  en  écrivant  l'équation  sous 
la  forme  x(^x^-{-p)  =  —  q  et  élevant  les  deux  membres  au  carré  est 

y(y^py  =  q\ 
et  l'équation  aux  inverses  est 

qy^  -^py'-^  1=0. 


126.  —  Etant  donnée  une  équation  algébrique  de  degré 
former  V équation  qui  admet  pour  racines  les  racines  de  cette  équa- 
tion augmentées  d'un  nombre  h',  peut-on  choisir  h  pour  que  le  coef- 
ficient du  terme  de  degré  m  —  1  dans  la  nouvelle  équation  soit  nul? 
Appliquer  à  V équation  du  quatrième  degré. 

Si  X  est  une  racine  de  l'équation  donnée,'  et  y  la  racine  corres- 
pondante de  l'équation  cherchée,  on  a  y  =  x-\~  h,  d'où  x  =  y  —  h, 
il  suffit  donc  de  remplacer  x  par  y  —  A,  ce  qui  donne 

Aoî/'"  -i-  (Al  —  m/iAo)2/'"~' 

+  ^A,  -  (m  -  1)  hk,  +  "'  ("^-^)       J  ym-2        .     0  ; 

il  suffit  de  prendre  h  =         pour  faire  disparaître  le  deuxième  terme. 

Si  l'équation  donnée  est  da  quatrième  degré,  on  a  h~  et  la 
nouvelle  équation  a  la  forme  koy''  -h  Av*/'-  -1-  My  -h  Al  =  0.  ^ 
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127.  —  Pour  quelles  valeurs  de  a  V équation 

X*  —  4£c2  H-  4aa?  —  1  =  0 

a-i-elle  une  racine  double?  Déterminer  pour  ces  valeurs  de  a  les 
quatre  racines  de  V équation. 

L'équation  dérivée  est  x'^  —  2j7  -h  a  =  0  ;  cherclions  la  condition 
pour  qu'elle  ait  une  racine  commune  avec  l'équation  proposée.  En  opé- 
rant par  la  métliode  de  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
(n"  223)  on  écrit 

x'*  —  ^x-  +  4aa;  —  1  —x(jx^  —  2x  -A- a)  —  2x-  -)-  'èax  —  1 , 
x3_2x-f-a=:(— 2^-^H-3aa;— -|  — • 

9a^  — 10 
4 

s'il  existe  une  racine  double,  elle  doit  avoir  pour  valeur  x  - 


9a2_io 

et  doit  annuler  le  diviseur  — 2x'^-\-^ax —  1  de  la  dernière  division, 
de  sorte  que  Ton  doit  avoir,  en  substituant  à  a;  la  valeur  précédente 
et  réduisant, 

27a^— 52a2  +  25===0. 

5  1/3^ 

Les  racines  de  cette  équation  sont  a  =  zt  1  et  =t— ^ — ?  et  à 

y 

chaque  valeur  de  a  correspond  une  racine  double  x  =  ^  — — 

— 10 

Pour  a  =  l,  l'équation  x'' ~  ^x^ -\~  ^x — 1=0  a  pour  racine 
double  1  ;  les  autres  racines  étant  celles  de  x^~{-2x — 1=0. 

Pour  a  =  —  1 ,  l'équation  x'*  —  à-x^-  —  â>x  —  1=0  a  pour  racine 
double  x  =  —  1,  les  autres  étant  celles  de  l'équation  x^  —  2x — 1=0. 

Pour  a  =  dz l'équation  x^  —  ^x^zh^^^^x  —  1=0  aune 

racine  double,   a:  =  '-^  =  ±^5  et  les  autres  racines  sont  celles  de 
2  V/3 

l'équation  x^-  zt  -~-  x  —  3  =  0. 
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128.  —  Étant  donnée  la  courbe  représentée  par  l'équation 
y^  =  x^^  trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  h  et  m  pour 
que  la  droite  représentée  par  y  =  nix  -h  h  soit  tangente  à  la  courbe; 
on  écrira  que  deux  des  points  de  rencontre  de  la  droite  et  de  la  courbe 
sont  confondus. 

Les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la  courbe  y^  =  x^  et  de 
la  droite  y  =  mx  +  h  sont  les  racines  de  Téquation  x^  =  (jnx  -h  Jif  ; 
pour  que  cette  équation  ait  une  racine  double,  il  faut  qu'elle  ait  une 
racine  commune  avec  sa  dérivée 

3a;2  =  2m(mx-|-A), 
En  divisant  membre  à  membre  les  deux  équations  et  supposant  x 

différent  de  0,  on  a  —  =  —  >  x  =  ;   en  écrivant  que  cette 

3         2m  m 

valeur  de  x  satisfait  à  Téquation  dérivée,  on  trouve  la  condition 

La  solution  h  =  0  fournit  les  droites  qui  coupent  la  courbe  en 
deux  points  confondus  à  l'origine   l'autre  solution  conduit  aux  droites 

d'équation    y  =  mx  —  qui  sont  tangentes  à  la  courbe  chacune 


au  point  de  coordonnées  x  =  -— —   et  y  = 

y 
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129.  —  Déterminer  les  dimensions  d'un  cône  de  révolution  dont 
on  donne  le  volume  et  l'apothème  ;  discuter. 

Soient  x  la  hauteur,  y  le  rayon  de  la  base,  a  l'apothème  et 
le  volume  du  cône  ;  x  et  y  sont  déterminés  par  les  équations 

xy^  =  m^^  x^-\-y^-=a-; 
en  éliminant  y^  on  obtient  l'équation 

^'^^a-x-hm^  =  0. 

Nous  pouvons  supposer  m  >  0,  du  reste  le  changement  de  m  en 
—  m  aurait  simplement  pour  effet  de  changer  le  signe  des  racines. 
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L'équation  dérivée  ^x-  —  a~  =  0  a  pour  racines  x  =  ±-^\  les 

résultats  de  substitution  des  racines  de  Téquation  dérivée  et  des 
nombres  — oc  ^  0,  a,  -]-oo  dans  le  premier  membre  de  l'équation  ont 
les  signes  donnés  par  le  tableau  suivant  : 

—  a\/3        ^  av/3 

à  O 

—  -f-  +       m»  +  -f- 

Si       <<  "  Q     '  l'équation  a  trois  racines  réelles,  une  négative 

et  les  deux  autres  positives  et  inférieures  à  a  ;  le  problème  a  alors  deux 

2a^y3 
9  ' 


solutions.  Si       =     ^     ?  l'équation  a  deux  racines  positives  et  égales 
v/3 

à  et  une  racine  négative;  le  problème  a  une  solution;  enfin 

si        >> — l'équation  n'a  plus  qu'une  seule  racine  réelle  néga- 
y 

tive  et  le  problème  n'a  plus  de  solution.  On  peut  comparer  cet  exercice 
à  celui  du  n°  77. 


130.  —  Déterminer  les  dimensions  d'une  chaudière  formée  d'un 
cylindre  de  révolution  terminé  par  deux  demi-sphères  de  même  rayon 
que  le  cylindre^  connaissant  le  volume  et  la  surface  totale  ;  discuter. 

Soient  ir.a^  la  surface  totale  et  -|-  7cb^  le  volume  de  la  chaudière, 

a  et  b  étant  supposés  positifs;  soient  x  le  rayon  des  bases  et  y  la 
hauteur  du  cylindre,  on  a  les  équations 

S  =  2'jzxy  4-  iizx'-  =  47ia^       V  =  'jzx^y  -f-  -|-  'zxl=  |-  7:6^  ; 

o  o 

X  et  y  sont  donnés  par  le  système 

f(x)  =  x'^W-x-h2b'  =  0,  2(fl-^  — 3^2)^ 

X 

La  dérivée  f'(^)  est  égale  à  'S(x^  —  a^)  et  s'annule  pour  x  =  zta; 
VoGT.  —  Solul.  8 
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en  raisonnant  comme  dans  le  problème  précédent,  on  obtient  les^ 
résultats  suivants  : 

1°  a<^h]  l'équation  f(x)  =  0  a  une  seule  racine  réelle  Xi  néga- 
tive et  inférieure  à  — a;  pour  cette  valeur,  y  est  positif.  La  valeur 
absolue  de  la  racine  Xi  ne  convient  pas  au  problème  proposé,  mais  à 
celui  où  47ra-  est  égal  à  la  surface  de  la  sphère  diminuée  de  celle  du 

cylindre,  et  où  ^'^^^^    ^^t  égal  au  volume  du  cylindre  diminué  de 

celui  de  la  sphère. 

2°  a^b]  l'équation  a  trois  racines  réelles,  l'une  Xi  négative  et 
inférieure  à  — a,  que  l'on  interpréterait  comme  précédemment;  la 
deuxième  X2  comprise  entre  0  et  rendant  y  positive  et  convenant 
au  problème  proposé,  et  la  troisième  ^3  supérieure  à  a  ;  celle-ci  donne 
pour  y  une  valeur  négative  et  elle  convient  au  problème  où  ir.a-  est 
égal  à  la  surface  de  la  sphère  diminuée  de  celle  du  cylindre  et  où 
4 

—  -izb^  est  égal  au  volume  de  la  sphère  diminué  de  celui  du  cylindre. 


.131.  —  Couper  le  volume  d'un  hémisphère  en  deux  parties 
équivalentes  par  un  plan  parallèle  à  la  base'  résoudre  numérique- 
ment V équation  dont  dépend  le  rapport  entre  la  hauteur  de  Vune  de 
ces  parties  et  le  rayon  de  Vhémisphère. 

Soit  X  la  hauteur  d'un  segment  sphérique  à  deux  bases  dont  l'une 
est  un  plan  diamétral;  en  écrivant  que  le  volume  de  ce  segment  est 
égal  au  quart  du  volume  de  la  sphère  de  rayon  R,  on  obtient  l'équation 

^■Kxçm—x^^  —  izW 

o  o 
ou  f{x)  =  x''  —  3  W^x  +     =  0 . 

Ses  racines  sont  réelles;  on  les  calcule  numéi-i(juemcnt  (n°  228) 
en  posant  x  =  2R  cos        ce  qui  conduit  à  l'cqnation 

eos3--^^--cos  3  -  ^=0. 
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En  la  comparant  à  Téquation  (3)  du  n°  228,  on  voit  que 

1  271 

Ton  a  cos  6  =  —  —  >  d'où  6  =  —  ;  les  trois  racines  sont  donc 

0^1  =  2R  cos  |^  =  1,552R;  =  2R  cos         —  1 ,879  R  ; 

2R  cos       =  0,3473  R  ; 
y 

la  dernière  seule  convient  au  problème. 


132.  —  Une  sphère  homogène  de  rayon  R  et  de  densité  d  flotte 
sur  un  liquide  de  densité  d' ;  déterminer  la  hauteur  de  la  calotte 
plongée  dans  le  liquide. 

La  hauteur  x  de  la  calotte  satisfait  à  l'équation 
4"  —  x)d'  =  ^  nRhl  ; 

ô  à 

pour  obtenir  une  équation  du  troisième  degré  ayant  la  forme  clas- 

2R 

sique,  nous  formerons  l'équation  aux  inverses,  en  posant  x  =  —j  ce. 

y 

qui  donne  l'équation  ^ 

Ay)  =  ^^-3^:v  +  2j  =  o. 

La  quantité  ip^-h21q''  est  égale  à   4  •  27  ^^j' (^1  —      ;  de 

plus,  les  résultats  de  substitution  de  1  et  de  -+-  2c  dans  f(ij)  ont  les 

signes  de  1  — ^   et  de  4-3c  .   Si  d'  est  inférieur  à  d,  l'équation  a 

une  seule  racine  réelle  négative  et  le  problème  n'a  aucune  solution  ;  si 
d'  est  supérieur  à  d^  l'équation  a  trois  racines  réelles  dont  une  seule 
est  supérieure  à  l'unité,  et  à  cette  racine  correspond  une  solution 
unique  du  problème. 


133.  —  Résoudre  numériquement  les  équations 

X^-^X—i=0,  X^  —  _  gO^^  _^  |Q{^  ^  0 
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1°  L'équation  x^-hx — 1=0  a  une  seule  racine  réelle -qui  est 
comprise  entre  0,6  et  0,7,  comme  le  montrent  les  résultats  de  substi- 
tution. On  peut  calculer  une  valeur  plus  approchée  de  celte  racine 
en  substituant  dans  le  premier  membre  des  nombres  compris  entre  0,6 
et  0,7  ou  par  d'autres  méthodes  ;  en  particulier  les  formules  de  Cardan 
(n°  229)  donnent 


X  = 


''^^^^  -  0,3106  =  0,6993, 


les  calculs  étant  faits  à  Faide  des  logarithmes. 

2°  Les  racines  rationnelles  que  peut  avoir  Téquation 

sont  comprises  parmi  les  diviseurs  de  dil08;  on  vérifie  que  l'équa- 
tion a  une  racine  double  égale  à  2  et  une  racine  simple  égale  à  3  ;  en 
divisant  le  premier  membre  successivement  par  {x  —  2),  (x  —  2), 
(a: -h  3),  on  a  comme  quotient  X'-h-x-h^  qui,  égalé  à  zéro,  fournit 

.     -         ^          •       —  l±tV35 
les  deux  autres  racmes  •  —  


134.  —  Démontrer  que  l'équation 
ABC 


=  0, 


x  —  a     X — b     X  —  c  X — l 

où  A,  B,  C,  .  .  .  L  sont  des  nombres  de  même  signe,  a  toutes  ses 
racines  réelles  et  séparées  par  les  nombres^  a,  b,  c,  .  .  ,  l. 

On  peut  supposer  les  nombres  A,  B,  C,  .  .  .  positifs;  les  signes 
des  résultats  de  substitution  dans  le  premier  membre  des  nombres 
a  +  £,  b  —  £,  b-{-s.^  .  ..  ,  où  £  est  très  petit,  sont  donnés  par  le 
tableau 


a-V-t     b  — 


b-\-. 


le  degré  de  l'équation  est  égal  au  nombre  des  intervalles  précédents  et 
chacun  d'eux  comprend  une  racine  (n°  234);  les  racines  sont  donc 
toutes  réelles  et  séparées  par  a,b,  l. 
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135.  —  Étant  donnée  une  équation  algébrique  f(x')  =  0,  de 
degré  n,  dont  le  premier  coefficient  est  positif,  on  forme  les  dérivées 
successives  f'(x),  t"(x),  .  .  .  f^''~^\x),  la  dernière  étant  un  polynôme 
du  premier  degré  ;  on  calcule  le  plus  petit  nombre  entier  qui  rend 
f^^—^)(Qc)  positive,  puis  on  substitue  dans  f^'^~-\x)  les  nombres  entiers 
à  partir  de  Xi,  jusquà  ce  qu'on  trouve  un  nombre  x^  égal  ou  supé- 
rieur à  Xi  rendant  f^'^~~^(pc)  positive,'  on  substitue  de  même  dans 
f^'^~^^(x)  les  nombres  entiers  à  partir  de  x-i  jusqu'à  ce  que  le  résultat 
soit  positif,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  fonction  f  (x)  elle-même  ; 
montrer  que  pour  toute  valeur  de  x  égale  ou  supérieure  au  dernier 
nombre  obtenu  x^,  f(x)  est  positive  et  non  nulle,  de  sorte  que  x^  est 
une  limite  supérieure  des  racines  réelles  et  positives  de  l'équation  ; 
cette  limite  a  été  donnée  par  Newton. 

Pour  tout  nombre  égal  ou  supérieur  à  j^i,  la  dérivée  /"^""^^(a;)  est 
nulle  ou  positive,  par  suite  la  fonction  /"^""-^(ic)  est  croissante;  dès 
lors  elle  est  sûrement  nulle  ou  positive  pour  tout  nombre  égal  ou  supé- 
rieur à  0:2.  De  la  même  manière,  pour  ces  valeurs,  la  fonction  f^'*~^\x) 
est  croissante,  et  Ton  peut  continuer  le  raisonnement  jusqu'au  poly- 
nôme /"(x)  lui-même  ;  donc  pour  toute  valeur  égale  ou  supérieure  à 
Xn-i,  la  fonction  f(x)  est  croissante,  et  elle  est  positive  pour  tout 
nombre  égal  ou  supérieur  à  Xr^.  Elle  n'a  donc  aucune  racine  supé- 
rieure à  ce  deinier  nombre,  et  celui-ci  se  trouve  être  une  limite  supé- 
rieure des  racines  réelles  et  positives  de  l'équation. 


136.  —  Séparer  et  calculer  numériquement  les  racines  réelles 
des  équations 

1°        a;^  — 4^2  — 16a: -+-20  =  0,  2"  —  4j;  =  0, 

3«      '  ^—^—=-.x,    '      4°        0;=  1,8(1 -f-logic), 

5»      (1,0077)-  — 9, 12a:  =  12  000,  G°        a:  — cos^  =  0, 

9 

7°  X  —  2sina:  =  0,  8°        arctga:  =  — ; 

on  a  à  résoudre  Içl  troisième  lorsque  l'on  cherche  le  point  de  contact 
d'une  chaînette  et  d'une  tangente  à  cette  courbe  issue  de  l'origine  ;  la 
quatrième  et  la  cinquième  se  présentent  lorsque  l'on  cherche,  avec 
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des  données  numériques  particulières ^  le  degré  de  détente  d^ une 
machine  à  vapeur  ou  la  température  du  foyer  d'une  chaudière,  et  la 
sixième  se  présente  lorsque  l'on  demande  de  couper  la  surface  d'un 
demi-cercle  en  deux  parties  équivalentes  par  une  parallèle  au  diamètre. 

1°  L'équation  dérivée  x"^  —  2x  —4  =  0  n'a  qu'une  racine  réelle 
x  =  2  donnant  un  résultat  de  substitution  négatif  dans  le  premier 
membre  de  Téquation  donnée  ;  celle-ci  a  donc  deux  racines  réelles,  l'une 
inférieure  et  l'autre  supérieure  à  2. 

On  peut  calculer  les  limites  de  ces  racines  (n°  232);  elles  sont 
-+-6,  —  2  ;  mais  on  voit  immédiatement  par  les  signes  des  résultats  de 
substitution  des  nombres  voisins  de  2  dans  lé  premier  membre  que 
l'une  des  racines  x^  est  comprise  entre  1  et  2  et  l'autre  x^  entre 
2  et  3. 

La  substitution  de  nombres  décimaux  montre  que  l'on  a 
/•(l)=.-[-l,       /■(1,1)  = -0,9756, 
/'(2,6)  =  —  2,9425,       f{2,l)  =  +  0,7841 . 

La  méthode  des  parties  proportionnelles  (n°  237)  donne  pour 
valeurs  approchées 

Pour  appliquer  la  méthode  de  Newton  (n"  238),  commençons  par 
prendre  la  dérivée  seconde  f'{x)  =  ^Q^x-  —  2);  elle  est  positive  dans 
les  intervalles  considérés;  on  est  donc  amené  à  appliquer  la  méthode 
aux  nombres  1  et  2,7  et  elle  donne 

Pour  calculer  Terreur  dont  est  affectée  une  valeur  de  x  fournie  par 

la  méthode  de  Newton,  il  faut  trouver  le  maximum  de  tt  * ^~^?77~;^ '» 
[;Our  x'I  déduit  de  la  valeur  a  =  l,  ona 

/i<  0,051,       r<6,6,       /•'(«)  =  20, 
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on  en  conclut  que  Terreur  dont  est  affectée  la  valeur  1,03  est  infé- 
rieure à  0,0005  et  que  la  racine  est  comprise  entre  1,05  et  1,0505. 
Pour  xl  déduit  de  la  valeur  a  =  2,7,  on  a 

l/îl<  0,022,    -/•"<80,  /'>40, 

on  en  conclut  que  Terreur  dont  est  affectée  xl  est  également  inférieure 

à  0,0005  et  que  la  racine  est 
comprise  entre    2,68094  et 
x:  i^L  26  ^^//J      2,6804.  Les  figures  26  don- 


 1  1  //Xi2.,7 

^^^\  //  nent  la  représentation  géo- 

métrique de  la  fonction  et 


des  valeurs  approchées  des 
racines;    Téchelle  des  abs- 
Fig.  26.  cisses  a  été  amplifiée  pour  la 

facilité  du  dessin. 
2°  L'équation  dérivée  f'(x)  =  e^  —  4  =  0  a  pour  racine 

a;  =:log4  =  1,3863... 

dont  le  résultat  de  substitution  dans  {(x)  est  négatif  ;  les  résultats  de 
substitution  de  0  et  de  -t-  oo  étant  positifs,  Téquation  a  une  racine 
positive  inférieure  à  1,38  èt  une  supérieure  à  ce  nombre. 

A  Taide  d'une  table  de  multiples  du  module  M  =  0,4343...  ou  de 
logarithmes  népériens,  on  trouve 

/"(0,35)=,  0,01907...,  /'(0,36)  =  — 0,0668...; 

•en  appliquant  la  méthode  des  parties  proportionnelles,  on  a  comme 
valeur  approchée  de  la  première  racine 

x[  =  0,35  +  0,01  ^^^^^  =  0,357405... 
0,02575... 

La  méthode  de  Newton  appliquée  au  même  nombre,  0,35,  donne 

la  racine  est  comprise  entre  les  deux  nombres  précédents  et  on  peut 
la  prendre  égale  à   0,35742  à  0,00001  près. 
Pour  Tautre  racine,  on  trouve 

/'(2, 15)  =  —  0,01608...,  /■(2,16)  =  + 0,03112...; 
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les  mêmes  méthodes  appliquées  au  nombre  2,16  donnent  comme 
valeurs  approchées  de  la  deuxième  racine  : 

4  =  2,153407....     et     a:^' =  2,15338..., 

et  l'on  peut  prendre  comme  valeur  approchée  de  cette  racine  2,15337 
à  0,00005  près. 

On  pourrait  déterminer  graphiquement  des  valeurs  approchées  des 
racines  en  cherchant  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  ligne 
y  —      et  de  la  droite  y  =  4cc. 

3°  L'équation  peut  s'écrire 

f (x)  —  X=  coth  X  X=  0\ 

on  premier  membre  est  discontinu  pour  x  =  0,  mais  il  change  simple- 
ment de  signe  quand  on  change  X  en  — X,  de  sorte  que  les  racines, 
si  elles  existent,  sont  deux  à  deux  égales  et  opposées,  et  il  suffit  de 
supposer  x  positif.  La  dérivée, 

= ^5^.  - 1  =  -  (s;!^ + 

est  toujours  négative,  la  fonction  décroît  constamment  et  s'annule  une 
seule  fois  entre  0  et  -4-  oo  . 

On  calcule  les  valeurs  de  f(x)  soit  au  moyen  des  labiés  de  fonc- 

lions  hyperboliques  soit  au  moyen  de  f(x)  =  —  ^ — x]  on  trouve 

/"(^lO)-  +0,01397...,  /'(l,20)-=  — 0,00046... 

En  partant  du  nombre  1 ,20  qui  est  le  plus  rapproché  de  la  racine, 
la  méthode  des  parties  proportionnelles  donne  x[  =  1,19968...  et  celle 
de  Newton  donne  1,19895...;  on  prendra  comme  valeur  approchée 
la  demi-somme  1,1993,  l'erreur  étant  inférieure  ^  0,0004. 

4*^  La  pression  moyenne  fournie  par  un  diagramme  de  machine 
à  vapeur  est,  dans  des  conditions  simples,  liée  à  la  pression  d'admis- 
sion à  la  pression  d'échappement  pe  et  au  degré  de  détente  d 
par  récjuation 

1  -f-  log  d 
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En  supposant  pa=  \  ,S(pm^Pe)  et  prenant  d  comme  inconnue 
X,  on  arrive  à  1  équation 

fÇx)  =  X  —  1 ,8  (1  -f-  log  a;)  =  0. 

La  dérivée  f'{x)  s'annule  pour  x=  1,8  et  cette  valeur  rend  la 
fonction  négative;  l'équation  a  donc  une  racine  inférieure  à  1,8  et 
une  racine  supérieure  à  ce  nombre.  En  substituant  des  nombres  suc- 
cessifs et  se  servant  des  tables  de  logarithmes  népériens,  on  trouve 

/•(0,48)^ -F  0,0012...,       /■(0,49)==  — 0,0262..., 
f(i;6):=  —  0^00n...,        /■(4,6)  =3 +  0,0511...; 

l'équation  a  donc  une  racine  comprise  entre  0,48  et  0,49  et  une  autre 
comprise  entre  4,5  et  4,6,  la  dernière  convient  seule  au  problème 
proposé. 

5°  Pour  résoudre  l'équation 

f(x)  =  (1 ,0077)^  _  9,1 2  X  —  1 2000  =  0, 

nous  calculerons  le  premier  terme  au  moyen  de  son  logarithme 
0,003,3313  a:;  les  résultats  de  substitution  des  nombres  1310  et  1320 
dans  le  premier  membre  de  l'équalion  sont  égaux  à  — 825  et  -^826 
à  5  unités  près;  on  peut  donc  prendre  a:  =  1315   à  une  unité  près. 

6°  La  surface  d'un  segment  compris  dans  un  cercle  de  rayon  R 
entre  un  arc  égal  à  6  et  sa  corde  a  pour  valeur 

—  —  R-  sin-cos-; 

en  écrivant  qu'elle  est  égale  au  quart  du  cercle  et  posant  Q  =  x -h-^  r 
on  a  l'équation  f{x)  =  x  —  cosa:.=  0. 

La  dérivée  f'(x)  a  un  signe  constant  et  l'équation  n'a  qu'une 
racine  réelle;  en  utilisant  les  tables  donnant  les  valeurs  des  arcs  dans 
le  cercle  de  rayon  1  et  celles  des  lignes  trigonométriques,  on  trouve 
a;  =  42°20'48''  à  une  demi-seconde  près  par  excès. 

7°  En  construisant  les  lignes  d'équations  .V  =      et  y  —  sin  x,  on 

constate  qu'elles  ne  se  coupent  qu'en  deux  points,  symétriques  par 

X 

rapport  à  l'origine;  l'équation  f(x)  =  —  —  sin  £c  =  0  n'a  que  deux 
racines  réelles  égales  et  de  signes  contraires,  et  la  racine  positive  est 
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comprise  entre       et  En  utilisant  les  tables  trigononîétriques, 

on  trouve  a?  =  108°36'14"  à  une  demi-seconde  près. 

2 

8''  La  fonction  f{x)  —  arc  \g  x  est  toujours  croissante;  si 

nous  ne  considérons  que  les  valeurs  de  Tare  compris  entre   — ^  et 

-|-^>  Téquation  f(x)  =  0  a  une  seule  racine  positive  et  une  racine 

négative  égale  à  la  précédente  en  valeur  absolue.  Pour  utiliser  les  tables, 
il  est  préférable  de  chercher  Tare  a  dont  la  tangente  est  x;  il  satis- 
fait à  l'équation  a  —  2  cotg  a  =  0  ;  les  tables  donnent  a  =  61"42'1"  à 
une  demi-seconde  près,  sa  valeur  en  radian  étant  1,07687...;  on  en 
déduit  a:;  =  tg  a  =  1 ,85639  à  une  demi-unité  près  de  Tordre  du  dernier 
chiffre. 


137.  —  Etant  donnée  l'équation  d'une  chaînette 

déterminer  la  valeur  de  a  de  façon  que  cette  courbe  passe  par  un 
point  donné  de  coordonnées  Xq  et  î/q,  et  discuter  l'équation  obtenue ^ 
calculer  numériquement  la  valeur  limite  que  peut  prendre  le  rapport 

—  pour  que  le  problème  soit  possible. 

Xq 

En  exprimant  que  la  chaînette  passe  par  un  point  de  coordonnées 
(xq,  î/o),  on  voit  que  le  rapport  —  =  z  doit  satisfaire  à  Téquation 

■^z  —  =  ch  z  ; 

Xq  2 

nous  désignerons  par  m  le  rapport  et  nous  pourrons  supposer  m 
positif. 

La  fonction  /"(c)  =  chz  —  mz  a  pour  dérivée 
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cette  dérivée  s'annule  lorsque  Ton  a  =  m-\-\^m^ -hi  ;  si  nous 
posons  Zi  =  \og{m -h^m^  ~h \),  la  fonction  f(z)  est  décroissante 
pour  z  variant  de  0  k  et  croissante  de  Zià-f-oo.  L'équation 
f(^z)  =  0  a  par  suite  deux  racines  positives  ou  une  racine  double,  ou 
aucune  racine,  suivant  que  f(zi)  est  négatif,  nul  ou  positif.  On  a 

y(-j)  =  chsi  —  m-i  =  V^l -f- sh- Ti  —  mzx 

=  m  [^^^^  -  log  (m  +  i/ÏT^O]  ; 

le  deuxième  facteur  dans  le  dernier  membre,  considéré  comme  fonction 
de  m,  a  une  dérivée  négative  et  décroît  constamment;  il  s'annule  pour 
une  valeur  que  nous  désignerons  par  mj  ;  dès  lors,  si  /(zi) 
est  positif,  l'équation  /(z)  =  0  n'a  pas  de  racine  et  le  problème  pro- 
posé n'a  pas  de  solution  ;  si  m  —  /7?i,  l'équation  f(z)  =  0  a  une  racine 
double  ;  enfin  si  m  >  mj,  cette  équation  a  deux  racines  distinctes  et  le 
problème  proposé  a  deux  solutions. 

La  recherche  de  mi  peut  se  faire  directement,  mais  il  est  à 
remarquer  qu'elle  se  ramène  à  la  résolution  de  la  troisième  des  équa- 
tions dii  n°  précédent  ;  en  effet  pour  m  =  m^,  l'équation  fÇz)  =  0  a 
une  racine  double,  par  suite  les  équations 

chz  —  miz  — 0,  sh    —  mi=zO 

ont  une  racine  commune,  et  cette  racine  satisfait  dès  lors  à  l'équation 

chz  —  zshz  =  0     ou     ^-^  —  z  =  0. 

Nous  avons  trouvé  dans  ce  cas  z  =  1,1993  à  0,0004  près  ;  il  en 
résulte  que  l'on  a 

m,  =  ?,hz  =  =  1,50819 

à  une  unité  près  de  l'ordre  du  dernier  chiffre. 


V.  —  EXERCICES  SUR  LES  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 


138.  —  Écrire  Vêqualion  de  la  tangente  en  un  point  M  de  la 
courbe  représentée  par  y^  =  x^;  cette  tangente  rencontre  la  courbe 
en  un  point  N  autre  que  le  point  de  contact,'  déterminer  les  coor- 
données du  point  N  en  fonction  de  celles  du  premier,  M. 

Si  l'on  résout  l'équation  par  rapport  à  y,  on  a 

y  =  x~,      y'  =  —  x-, 

et  l'équation  de  la  tangente  (n°  248)  est 

y-y^-jx'-  (X-x),      Y  =  |-x^X— i-^'. 

Les  abscisses  des  points  communs  à  cette  droite  et  la  courbe  sont 
fournies  par  l  équation 

—      3    —        1  — 
X  ^  =  —  x  -  X  —X  -  ; 

cette  équation,  rendue  entière  par  élévation  au  carré,  a  une  racine 

X 

double  égale  à  ^t;  et  une  autre  égale  à  —  ;  les  coordonnées  du  point  iN 
sont  par  suite 

X  y 

On  peut  aussi  conserver  l'équation  sous  la  forme 

K^,  y)=^y-  —  x'  =  0,      d'où     /"(j-j,  y^  z)=ylz—xl 

et  appliquer  les  considérations  du  n'*  249;  l'équation  de  la  tangente  est 

__(X  —  a;)      -f-  (Y  —  ;/)  2y  =  0; 

les  solutions  communes  à  cette  é(juation  et  à  Y-  —  X' =  0,  autres 
que  X,  y,  ont  les  valeurs  x^,  y  s.  déjà  déterminées. 
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139,  —  Déterminer  l'équation  d'une  tangente  à  une  ellipse  rap- 
portée à  ses  axes,  connaissant  le  coefficient  angulaire  m  de  cette 
tangente  ;  montrer  qu'elle  est  de  la  forme 

y  —  mx  d=  \/ a-m^  -4-  ; 

déduire  de  là  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  l'ellipse 
passant  par  un  point  donné  de  coordonnées  Xq,  yo,  et  trouver  le  lieu 
des  points  d'où  Von  peut  mener  à  la  courbe  deux  tangentes  rectangu- 
laires. Même  question  pour  Vhyperbole  et  pour  la  parabole.  ' 

Si  Ton  utilise  le  paramètre  cp,  Téquation  de  la  tangente  à  l'ellipse 

€St 

X  cos  ©     Y  sin  cp      .  ^ 

 H  r — ^  —  1=0; 

a  b 

en  écrivant  qu'elle  a  pour  coefficient  angulaire  m,  on  a 

h     ,           j,  ,       cos  o     sin  cp 
m  =  cotff  ci,      d  ou   -  =  f  = 


a  am 


sja' 


il  suffit  de  remplacer  sin  9  et  cos  cp  par  leurs  valeurs  pour  trouver 
Téquation  de  la  tangente. 

Si  l'on  avait  utilisé  l'équation  — r -H  tt^ — 1  =0  renfermant  les 

a-  b^ 

coordonnées  x,  y  du  point  de  contact,  on  aurait  eu  de  même 


m  =  —  >  d'où 


x_  ^ 

a        T  1 


a'y  am      —b  a^m'- -\- b^ 

en  remplaçant  x,  y  par  leurs  valeurs  dans  l'équation  de  la  tangente, 
on  trouverait  l'équation 


Y  =  mX  zb  v/a'm2  -h  62 

qui  ne  diffère  de  celle  de  l'énoncé  que  par  le  changement  de  x,y  en  X^Y. 

En  écrivant  que  la  tangente  passe  par  un  point  de  coordonnées 
Xa,  î/o,   on  obtient  la  relation   î/o  —  w^Cq  =  H- 6^  qui,  mise 

sous  la  forme  entière,  s'écrit 

(xl  —  «2)      _  2x,y,m  -\-  (yl  —  6^)  =  0. 

Cette  équation  du  second  degré  donne  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  issues  du  point  Xo,  yo  ;  on  peut  vérifier  qu'elles  sont 
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V- 

réelles  si  — t  +  tt — 1^0,   c'est-à-dire  si  le  point  est  extérieur  k 
0^ 

Tellipse  ou  situé  sur  cette  courbe. 

Pour  que  les  deux  tangentes  soient  rectangulaires,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  produit  des  racines  m  soit  égal  à  —  1 ,  ou  que  Ton  ait 

cette  équation  est  satisfaite  par  les  coordonnées  des  points  d'un 
cercle  concentrique  à  l'ellipse,  et  ayant  pour  rayon  \/ 4-  ;  ce  cercle 
est  circonscrit  au  rectangle  circonscrit  à  l'ellipse,  il  est  le  lieu  des 
sommets  des  angles  droits  dont  les  côtés  sont  tangents  à  l'ellipse,  et  il 
s'appelle  le  cercle  orlhoptiqiie  ou  cercle  de  Aîonge. 

On  trouve  des  résultats  analogues  dans  le  cas  de  l'hyperbole  ;  il 
suffît  de  changer  en  — b^  dans  le  calcul  précédent.  Le  cercle 
orthoptique  a  pour  rayon  \/ a'^  —  b^,  il  n'est  réel  que  si  a^b,  c'est- 
à-dire  si  l'angle  des  asymptotes  qui  renferme  la  courbe  est  obtus; 
dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  le  cercle  orthoptique  se  réduit  au 
centre  de  la  courbe. 

Si  l'on  considère  une  parabole  d'équation  —  2px  =  0  et  si  l'on 
utilise  l'équation  de  la  tangente 

renfermant  les  coordonnées  du  point  de  contact,  on  écrit 


111  =  ^1      d'où      y  =  -^     et     x  =  ^  =  -^; 


m  2p  M 

on  a  ainsi  les  coordonnées  du  point  de  contact  en  fonction  de  m  et  en 
les  portant  dans  l'équation  de  la  tangente,  elle  devient 

2m 

Pour  que  cette  tangente  passe  par  un  point  (.ro,  î/o),  il  faut  que  m 
satisfasse  à  l'équation 

î/o  =  mxo  -h  -^f—  y      d'où     2ni^XQ  —  2niyQ  H-  p  ~  0. 


Les  racines  de  cette  équation  sont  les  coefficients  angulaires  des 
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deux  tangentes  à  la  parabole  issues  du  point  considéré.  Pour  qu'elles 
soient  rectangulaires,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

le  point  doit  se  trouver  sur  la  directrice  ;  cette  droite  est  donc  le  lieu 
des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  parabole. 


140.  —  En  employant  les  mêmes  notations  que  dans  le  problème 
précédent,  montrer  que  V équation 

1  1  ^  -  l^^-4-^  — 1  V- 0 

représente  l'ensemble  des  deux  tangentes  à  l'ellipse  issues  du  point 
(xo,3/o);  plus  généralement^  l'ensemble  des  tangentes  issues  de  ce 
point  à  la  courbe  du  second  ordre  dont  l'équation  est  f(x ,  y)  =  0 
est  représenté  par 

f(x ,  y)  f(x, ,  y  o)  - 1  (^o/ 1 + 2/./-; + nr- = o. 

Soient  X,  Y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  tangente 
à  l'ellipse  passant  par  le  point  (xq,  y^)  ;  nous  avons  vu  dans  l'exer- 
cice 34  que  les  coordonnées  d'un  autre  point  de  la  même  tangente 
peuvent  s'exprimer  sous  la  forme 

1+A  '  ^~T^^' 

Écrivons  que  le  point  {x,y)  est  le  point  de  contact  de  la  tangente 
avec  l'ellipse  ;  il  est  situé  à  l'interseclion  de  la  courbe  et  de  la  polaire 
du  point  (iCo,  î/o),  de  sorte  que  l'on  a 

a^      ¥  b^ 
En  remplaçant  x,  y  par  leurs  valeurs,  on  obtient  les  relations 
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Lorsque  le  point  (X,  Y)  varie  sur  Tune  des  tangentes,  X  varie  de 
—  00  à  -f-oo  ,  et  réciproquement  ;  on  aura  donc  le  lieu  du  point,  c'est- 
^i-dire  Féquation  de  Tensemble  des  tangentes  en  éliminant  1  entre  les 
■équations  précédentes,  ce  qui  donne 

\a'  J\a'-  )     \a^^  b'-  ) 

Le  même  raisonnement  peut  être  employé  dans  le  cas  général 
d'une  conique  représentée  par  Féquation  f{x,  y)  =  0;  il  suffit  d'expri- 
mer que  X  et  y  satisfont  aux  équations  de  la  courbe  et  de  la  polaire 

f(x,y)  =  0    et    x,fL-i-yof'y-h-f'.  =  0, 

<^e  qui  donne 

/-(X,  Y)  -f-  -kÇxo f'x  +  i/o /"^  +  A)  +    /"(^o,  ^o)  =  0, 
^o/x  +  .VoA  +  A  +  2X/'G^û,  2/o)  =  0. 

En  éliminant  A,  on  arrive  à  Féquation  * 

4/'(X,  Y)f(xo,  yo)  -  (^0  A  +3/0  A  -l-/*z?  =^  0  ; 

il  faut  remplacer  Z  par  1  dans  le  calcul  effectué.  Les  équations  obte- 
nues ne  diffèrent  de  celles  de  Fénoncé  que  par  le  changement  de  x,  ?/,  z 
^nX,Y,  Z.  ^ 


141.  —  Former  la  condilion  pour  que  deux  courbes  passant 
par  un  point  de  coordonnées  x,y  soient  en  ce  point  orthogonales^ 
c'est-à-dire  aient  leurs  tangentes  rectangulaires. 

Si  les  équations  des  courbes  sont  résolues  par  rapport  à  y  sous 
la  forme  y  =  f(x)^  î/  =  cp(x),  la  condition  cherchée  est 

Si  les  équations  des  courbes  sont  données  au  contraire  sous  la  forme 
f(x,y)  =  0,  ^(x,y)  =  0,  la  condition  d'orthogonalité  est 

/"^?x-f-/-;cp;-o. 
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142.  —  L'équation 

a-  —  X     6-  —  l 

représente,  lorsque  1  varie,  une  famille  de  coniques  ayant  mêmes 
directions  d'axes  et  mêmes  foyers,'  on  dit  qu'elles  sont  homofocales  ; 
par  un  point  (0:0,3/0)  du  plan  passent  deux  de  ces  coniques,  et  les 
valeurs  correspondantes  de  1  sont  les  racines  de  l'équation  obtenue 
en  remplaçant  x  et  y  par  Xq  et  yo;  démontrer  que  cette  équation 
a  ses  racines  réelles,  que  les  coniques  correspondantes  sont  l'une  une 
ellipse  et  l'autre  une  hyperbole,  et  que  ces  courbes  se  coupent  orlho- 
igonalement. 

Les  \aleurs  de  \  correspondant  aux  coniques  qui  passent  par  un 
point  (iCo,"  2/0)  sont  les  racines  de  l'équation 

F()0  =  -T^-f-TT^  — 1  =0. 

a-  —  A     b^  —  A 

En  supposant  >>  et  substituant  à  \  dans  le  premier 
membre  des  nombres  successifs,  on  obtient  des  résultats  dont  le  signe 
est  donné  par  le  tableau  suivant  : 


—  00       b^  — 


il  existe  donc  une  racine  //  inférieure  à  à  laquelle  correspond 
une  ellipse,  et  une  racine  X"  comprise  entre  b^  et  a-^  à  laquelle 
correspond  une  hyperbole. 

La  condition  d'orthogonalité  au  point  (xo,  ?/o)  commun  aux  deux 
courbes  obtenues  en  donnant  à  X  les  valeurs  X'  et  X",  telle  qu'elle 
résulte  de  l'exercice  précédent,  est 


<b=:  ^  1  ^  —  0 

_  X')  _  ^^2  _  X')  V') 

Elle  est  satisfaite,  car  on  a  identiquement 

F(x')  — F(xo  =  (X'  — x")^; 

comme  le  premier  membre  est  nul  et  que  X'  —  X"  ne  l'est  pas,  on  a 
bien  <ï>  =  0. 

Si  Ton  remarque  que  le  produit   F(X)  (a^  —  X)(6-  —  X)    est  un 
VoGT.  —  Sol  ut.  9 
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triDome  dont  les  racines  sont  )/  et  >/',  et  peut  être  écrit  sous  la 
forme  —  (X  —  )/)  (X  —  X"),   on  a  identiquement 

en  faisant  X  =  on  trouve  la  valeur  de  x^;  on  trouverait  de 
même        et  Ton  a  de  cette  façon 

on  voit  ainsi  que  xl  et  yl  s'expriment  d'une  manière  rationnelle 
entière  au  moyen  de  X'  et  X";  les  deux  nombres  X'  et  X"  sont 
appelés  les  coordonnées  elliptiques  du  point  (xQ,  yo)  et  plus  générale- 
ment des  points  (dba^o,  —  ,Vo)- 


143.  —  Même  question  en  considérant  l'équation 
-^^  —  2x^A  =  0, 

p-A 

qui  représente  des  paraboles  honiofocales . 

En  substituant  dans  le  premier  membie  de  l'équation 

F(X)=^^  — 2xo  +  X  =  0 

les  nombres  —  oo,  p  —  s,  />-h-£,  on  voit  qu'elle  a  une  racine 

X'  inférieure  à  /?  et  une  racine  X"  supérieure  à  jo  ;   il  leur  corres- 
pond deux  paraboles  ayant  pour  axe  Ox,  pour  foyer  le  point  d'abs- 
cisse ^5    et  tournées  en  sens  inverse  l'une  de  l'autre. 
La  condition  d'orthogonalité  est 

a)  =  1  H   0, 

et  l'on  vérifie  qu'elle  est  satisfaite  en  utilisant  l'identité 
F()/)_F(X")  =  (X'  — X'0<I>. 
Les  expressions  des  coordonnées  iCo,  î/o  du  point  en  fonction  de 
X'  et  X"  résultent  des  formules 

yl  -  -  {p  -  a')  {p  - 2^0'-  X'  +  X"  -  />. 
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144.  —  Former  l'équation  de  la  normale  en  un  point  de  la 
parabole  y~  —  2px  =  0  ;  former  l'équation  de  cette  normale  connais- 
sant son  coefficient  angulaire  ;  on  obtien  t  ainsi 

déduire  de  là  les  coefficients  angulaires  des  normales  issues  d'un 
point  (a:o,î/o)  à  la  parabole  ;  discuter  la  réalité  de  ces  normales. 

La  normale  à  la  parabole  est  représentée  par  Féquation  (n°  251) 

y    ~  —p 

En  écrivant  que  son  coefficient  angulaire  est  égal  à  m,  on  a 

y  y-  pm^ 

—  ^  =im,       y  =  —  pm ,       a:  =  ^—  =  ^— — - 
P  '  2/j  2 

et  en  transportant  dans  l'équation  de  la  normale,  elle  devient 
^  ==jn(\—p)  —  f~^^ 

Les  coefficients  angulaires  des  normales  passant  par  un  point 
(0*0,  î/o)  sont  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 

F(^)  =  ^3  ~  2(^-Z_rt  ^^2y±^o. 

P  P 

La  réalité  des  racines  de  cette  équation  (n°  227)  dépend  du  signe 
de  la  quantité  analoa^ue  à  4/9^ -|- 27f/-,   qui  est  ici 


Nous  retrouverons  plus  loin  (exercice  171)  la  courbe  représentée 
par  l'équation  ^>  =  0  ;  c'est  la  développée  de  la  parabole.  Si  le  point 
(xq,  2/0)  est  sur  cette  courbe,  l'équation  a  une  racine  double  et  on  peut 
mener  à  la  parabole  trois  normales  réelles  dont  deux  confondues  ;  si 
le  point  (xo,  yo)  est  par  rapport  à  la  courbe  dans  la  région  du  plan 
qui  comprend  l'origine,  <l>  est  positif  et  l'on  ne  peut  mener  qu'une  nor- 
male à  la  parabole;  si  le  point  est  dans  l'autre  région  du  plan,  <I>  est 
négatif  et  l'on  peut  mener  à  la  courbe  trois  normales  réelles  distinctes. 
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145.  —  Démontrer  que  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point 
donné  (^Xq  ,  î/q)  à  l'ellipse  —  1=0  sont  les  points  communs 

à  cette  courbe  et  à  l'hyperbole 

(a^  —  b'^^xy  -4-  b'^y^x  —  a'^x^y  =  0, 

que  l'on  appelle  hyperbole  d'Apollonius  ;  construire  cette  courbe. 

Former  les  équations  des  hyperboles  analogues  lorsqu'on  remplace 
l'ellipse  donnée  par  une  hyperbole  ou  une  parabole,  et  construire  ces 
hyperboles. 

Nous  avons  vu  (n°  251)  que  Téquation  de  la  normale  en  un  point 
(x,  y)  d'une  ellipse  est 

X  — a;_Y  — .y. 
x  .y  ' 

^  P 

en  écrivant  qu'elle  passe  par  un  point  (j:o,  yo),  nous  obtenons  entre 
Xj  y  une  relation  qui  s'écrit 

a^y(xQ  —  x)  —  b^xÇyQ  —  .y)  =  0     ou     c^xy  H-  b^y^x  —  a-x^y  ==  0. 

En  considérant  x  et  y  comme  coordonnées  courantes,  elle  repré- 
sente une  hyperbole  équilatère  (fig. 
27),  qui  passe  par  Torigine  et  par  le 
point  (xq,  3/o);  elle  a  pour  asymp- 
totes des  parallèles  aux  axes,  d'équa- 

..  a^Xo  b-i/o 

tions  X  —  — —  5  1/  =  T^^  • 

c-  c- 

Les  points  de  rencontre  de  cette 
hyperbole  avec  TelUpse  sont  les  pieds 
des  normales  à  cette  courbe  issues  du 
point  (xo,  î/o);  il  y  a  quatre  normales 
dont  deux  sont  toujours  réelles,  les 
^•ft-  ^-^^  deux  autres  pouvant  être  réelles  et 

distinctes,  ou  confondues,  ou  imaginaires  suivant  que  la  branche  d'hy- 
perbole qui  ne  passe  pas  par  l'origine  coupe  l'ellipse,  ou  lui  est  tan- 
gente, ou  ne  la  coupe  pas. 

Si  l'on  change  b^  en  — //-,  on  obtient  l'équation  de  rhyperbole 
d'Apollonius  relative  à  une  hyperbole, 

r^xy  —  b'^y^x  —  a-j-o?/  '~~  0  ; 
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elle  passe  encore  par  l'origine  et  par  le  point  (xq,  yo)  et  a  pour  asymp- 

—  Sa  construction  est 


y 


totes  les  droites  d'équation  x 

analogue  à  celle  de  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  l'ellipse. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  l'équation  de  Fhyperbole  d'Apollonius 

est 

0 


0 


y  (x,^  x)-h  p(yo  —  y)  =  0     ou     xy  —  (xo—p)y  —  pyo 

,elle  passe  par  le  point  (xq,  y^)  et  a  pour  asymptotes  Taxe  des  x  et  la 
droite  d'équation  x  =  Xq — p;   cette  hyperbole  (fîg.  28)  rencontre  la 

parabole  en  trois  points  dont  un  est 
toujours  réel. 

On  peut  calculer  les  coordon- 
nées des  pieds  des  normales  issues 
du  point  {xq,  î/o)  à  la  parabole,  en 
résolvant  le" système  des  équations 
de  cette  courbe  et  de  l'hyperbole 
d'Apollonius;  en  remplaçant  dans  la 

dernière  x  par         on  obtient  ainsi 
2p 


y 

0 

^^^^^ 

28. 


l'équation  du  troisième  degré 


fournissant  les  ordonnées  des  pieds  des  trois  normales;  la  discussion 
de  la  réalité  des  racines  de  cette  équation  est  identique  à  celle  des 
racines  de  l'équation  en  m  de  l'exercice  précédent;  on  passerait  du 
reste  de  ^'une  à  l'autre  en  posant  ?/  =  —  pm. 


146.  —  Montrer  que  la  courbe  représentée  par  Véqnalion 

x^  —  2ay'  —  da^y^     2a^x^  +  a*  =  0 

a  trois  points  doubles,  deux  sur  Ox  et  un  sur  Oy  ;  déterminer  les 
tangentes  en  ces  points. 

Le  premier  membre  f(^x,  y)  de  l'équation  et  ses  dérivées  partielles 
/;  ==  i{x'  —  a^x),        /•;  =  _  6a(2/2  +  ay) 
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s'annulent  simultanément  pour  les  trois  systèmes  de  valeurs 

(A)  y=0,x  =  a^     (B)   y=0,x=^  —  a,      (C)   x  =  (},y  =  —  a, 

qui  sont  les  coordonnées  de  trois  points  singuliers  A,  B,  C. 
En  formant  les  dérivées  secondes, 

f^.,  =  4(3x^  -  a'-),       f^y  =  0,  =  —  6a(2î/  -h  a), 

et  en  y  remplaçant  x  et  y  par  les  coordonnées  des  points  singuliers 
(n°  252),  on  trouve  que  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  - 
points  A  et  B  sont  donnés  par 

et  au  point  G  ils  sont  donnés  par 

Il  est  facile  de  construire  la  courbe  en  résolvant  l'équation  par 

rapport  à  x-  : 

X-  =  a--±:y  s/2ay  -f-  3a-  ; 

elle  a  la  forme  de  la  figure  29  et 
elle  coupe  Taxe  Oy,  en  dehors  du 
point  C,  en  un  point  D  d'ordonnée 

;  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes parallèles  aux  axes  ont  des 
coordonnées  annulant  f'x  et  f'y,  et 
on  les  obtient  sans  difficulté. 


147.  —  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations 
suirantes  et  déterminer  leurs  points  d'inflexion  : 
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1°  La  courbe  d'équation  y  ==      a  un  point  d'inflexion  à  l'origine, 
car  y"  =  Qx  s'annule  pour  x  =  0  en  changeant  de  signe  (fîg.  30). 
2"  Pour  la  courbe  d'équation  y  =  x^  —  x'%  on  a 

y'  =  2x  —  ix\  y"  =  2  —  \2x'  ; 

y    passe  par  un  minimum  égal  à  zéro  pour   x  =  0   et  par  un  maxi 

1  /T 

mum  égal  à  —  pour  x  =  dz^/  —  ;  il  Y  a  deux  points  d'inQexion  de 

/T  5 
coordonnées  x  =  ±:i/  —,   y  =  ~  (fig.  31). 


Fig.  30. 


Fis.  31. 


3°  En  résolvant  l'équation  par  rapport  k  y^  on  a 
y  =  (x'-^\)'^,    y'  =  ^x\x'-{~iy^,  y"^^(x'^-i-^xXx^,-^\y^; 

la  fonction  y  n'est  réelle  que  si  a?  >>  —  1  ;  elle  croît  en  valeur  abso- 
lue quand  x  augmente  ;  y"  ne  s'annule  dans  l'in- 
tervalle de  réalité  que  pour  x  =  0,  en  passant  du 
négatif  au  positif;  il  y  a  donc  des  points  d'inflexion 
de  coordonnées  x  =  0,  y  =  zhi,  où  la  tangente 
est  parallèle  à  Ox  (fig.  32). 

4*^  On  peut  résoudre  par  rapport  à  y,  ou  bien 
encore  utiliser  l'équation  donnée,  qui  donne 


y 

-il  o 

a; 

-1 

Fi2.  32. 


yy 


y  -  =  x^  — 

^yy"^ 

=  dx  —  6j:- 


'yy 


3x''  —  ix\ 


=  6x  —  \2c 


y' 


x(Sx-'—\2x-{-^) 


4(1  —^) 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox  et  l'on  peut  se  limiter 
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à  l'étude  des  valeurs  positives  de  y  ;  elles  ne  sont  réelles  que  si^  a;  est 

compris  entre  0  et  1  ;  dans  cet  intervalle, 
la  dérivée  seconde  ne  s'annule  que  pour 

une  seule  valeur  x  =  ^ — ~—  en  passant 

du  positif  au  négatif;  à  cette  valeur  cor- 
respondent deux  points  d'inflexion.  La 
courbe  a  l'aspect  de  la  figure  33  ;  l'origine 
est  un  point  de  rebroussement  avec  une 
tangente  dirigée  suivant  Ox',  la  valeur 


y 

0 

Fig.  33. 


absolue  de  l'ordonnée  a  un  maximum  pour  x  =  —-  et  cette  valeur 

4 


est 


3v/3 
16  ' 

5°  En  opérant  de  même,  on  a 

^"y'  =  —  Qyy'^-h^y-y"  =  ^x, 
^2x  —  2yy''^  =  — 


y^  x^ 


La  dérivée  seconde  change  de  signe  pour  les  valeurs  a;  =  0  et 
X  =  dzi  qui  annulent  y  et  rendent  y' 
infini  ;  à  ces  valeurs  correspondent  des  points 
d'inflexion.  L'ordonnée  passe  par  un  maxi- 

mum  ou  un  mmimum  pour  x  =  ±^  et 

est  égale  à  q=  ^"^^^^ .  La  courbe  a  la  forme 

de  la  figure  34;  elle  est  symétrique  par  rap- 
port à  l'origine,  car  l'équation  ne  cbange 
pas  quand  on  remplace  x  et  y  par  — x 
et  — y;  elle  a  pour  asymptote  la  bissec- 
trice de  l'angle  xOy,  car  la  différence 


j\  X 

Fi  g. 

34. 

y  — 


xy  -h  x'^     y  -h  xy  -1-  x^ 


a  pour  limite  0  pour  x  infini. 
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6°  La  même  méthode  donne 
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(2x-\-l^)(x—\)-'^, 

3a:'-  -^%x  —  1 


4a:  (x-  —  1)'' 


L'ordonnée  y  n'est  réelle  que  si  x  est  positif;  elle  devient  infinie 
y     j  ,  pour  x=i.  La  dérivée  y'  change  de 

signe  pour  a?  =  1  ;  la  dérivée  y"  s'annule 
pour  une  seule  racine  positive 


—  3  +  2^/3 


Fig.  33. 


en  passant  du  négatif  au  positif  si  y  est 
positif;  à  cette  valeur  correspond  un 
point  d'inflexion.  La  courbe  passe  à 
l'origine  où  la  tangente  est  l'axe  Oy  ; 
elle  a  pour  asymptotes  Taxe  Ox  et  la 
droite  a?  =  1  (fîg.  35). 


148.  —  Construire  les  courbes  représentées  par  les  équations 
suivantes  et  déterminer  leurs  asymptotes  : 

40    y^  —  x'*-i-2ax^y  --=0,       5°    2x^  —  y^ -h  (y  —  xy  0, 
6°    xî/  +  2/2  +  a;  — 4=0,       7°    x^  —  2xy-\-y^  —  2x  —  2y-h{=0, 
8°    xy(x-hy)  —  {x  —  yy  =  0,       9°    y""  —  x^ -h  x^  =  0, 

\      r-  — 1  \       \-ht'  \      i  —  t^ 

10"  (  H«  {  12"  l 

I  t  y        alC\  —  l'-)      ■  I  i^t^ 
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n  2  2 

y  =  ae"^  sin  mx, 


15° 


,p„  sin  a; 

16°    y  =  - — » 

X 


19°    p-=cos~-,  20^ 
cos  6  —  sin  6 


900 


17°    y^xXogx,       18°    ?/  =  é^ 

P  =  sin  6  H- cos  6,       21°  p 
1 


Sin  ^)  cos 


23°    p  = 


Fis.  36. 


-X 


==dz\/2  -I- 


y 


2  -H  sin  6  4-  y/  3  cos  6 

est  toujours  réelle  ;  elle  est  discon- 
tinue pour  les  valeurs  x=^±\  aux- 
quelles correspondent  des  asymptotes 
parallèles  à  Oi/.  En  divisant  le  nu- 
mérateur par  le  dénominateur,  on  a 
2x 

X  -f-  —  7  î  de  sorte  que  la  droite 

x^  —  1 

y  —  x  est  asymptote.  La  courbe  est 
^  symétrique  par  rapport  à  Torigine; 
elle  passe  en  ce  point  et  y  a  pour  tan- 
gente la  droite  y  =  —  x,  comme  on  le 
voit  en  rendant  Téquation  entière  et 
annulant  les  termes  de  plus  bas  degré. 

La  dérivée,     y  = — y-i  -rr, —  > 

{x'^ — ■  !)-  ' 

s'annule  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y 
1  +  V^D  y/^  ^  ^5  .    la  dérivée  seconde  ne 


change  de  signe  que  pour  a?  =  0,  de  sorte  que  l'origine  est  un  point 
•d'inflexion  (fig.  36). 

2°  La  courbe  représentée  ^par  y  =  x  y/^  ~  ]^  est  construite  au 
n°  261  ;  en  rendant  l'équation  rationnelle  entière,  on  l'écrit  sous  la  forme 

xiij-^  —  x'')  H-  x'  —  2y  '-  =  0  ; 
on  obtient  de  cette  façon  d'abord  les  tangentes  à  l'origine,  d'équa- 
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tions   y  — 


puis  les  directions  asymptotiques  données  par 


x{if-  —  a:-)  =  0  ;  à  x  =  0  correspond  la  direction  Oî/  et  Tasymptote 
a:  =  2  ;  à  y  —  x  correspond  la  direction  c  =  -4-  1  et  à  ?/  =  —  x  la 
direction  c  =  —  1  ;   la  formule  (6)  du  n^*264  donne  les  ordonnées  à 


l'origine 


~       o;(l,c)  2c  ' 


pour  c  =  i,  on  a     d  = 


et  pour  c  —  —  l,ona     c/  =  — 


La  courbe  est  unicursale,  et,  en  posant  y  =  tx,  on  trouve  les 
expressions  de  ce  et  ?/  en  fonction  de  ^  : 


2^2 


1 


<(2^^  —  i) 
^2  —  1 


Les  procédés  du  n°  266  permettraient  de  retrouver  tous  les  résul- 
tats précédemment  obtenus. 

3°  L'équation  rendue  entière  s'écrit 

— «2^2  3=0; 


l'origine  est  un  point  double  isolé  ;  les  asymptotes  sont  parallèles  aux 
axes  et  ont  pour  équations  x  =  ±a,  y  =±zb;  en  résolvant  par  rap- 
port à  y-  sous  la  forme 


y 

T 

I 

\m 

r 

j 

T  a: 

Fig 

.  37. 

y 


— 


on  voit  qu'en  valeur  absolue  x 
doit  être  supérieur  à  a  et  y 
supérieur  à  b.  La  courbe  a  la 
forme  de  la  figure  37  ;  elle  est 
le  lieu  des  sommets  des  rectan- 
gles OTMT'  dont  la  diagonale 
TT'  est  tangente  à  l'ellipse  de 
demi-axes  a  et  6. 

ht"  La  courbe  d'équation 
îy^  —  -\-2ax'^y  =  0  a  à  l'origine  un  point  triple  dont  les  tangentes 
sont  deux  confondues  avec  Oy  et  la  troisième  dirigée  suivant  Oa:;. 
Les  directions  asymptotiques  sont  données  par  y  '  —  a;''  —  0  ;  deux  sont 
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réelles  et  ont  pour  coefficients  angulaires  c  =  l  et  c  =  — 1  ;  la  for- 
mule (6)  du  n°  264  donne 


La  courbe,  qui  est  du  quatrième  ordre,  est  coupée  par  chacune  de 
ses  asymptotes  en  quatre  points  dont  deux  sont  à  l'infini  et  deux  à 

distance  finie  ;  l'asymptote  y  —  x  1-  coupe  la  courbe  en  des  points 

dont  les  abscisses  sont  les  racines  de  l'équation 
a 


qui  a  deux  racines  infinies  et  deux  racines  finies  x  =  ^(rLltVD. 

4 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  et  Ton  peut  achever 
sa  construction  en  résolvant  l'équation  par  rapport  à  x^  sous  la  forme 


pour  y  positif,  on  a  x"-  —  y(a  +  H-  ?/^)  et  le  rapport  tend  vers 
zéro  avec  y  ;  pour  y  négatif,  il  faut  au  contraire  prendre 

cette  fois,  c'est  le  rapport 

'    7-  — «  —.y 


y^  —y  \/ a'~ y'~ -\- a 

qui  tend  vers  zéro  avec  y,  de  sorte  que  les  branches  de  la  courbe 

tournées  du  côté  des  y  négatifs 
sont  tangentes  à  l'origine  à 
l'axe  Oy. 

La  courbe  a  la  forme  de 
la  figure  38;  elle  est  unicur- 
sale  et,  en  posant  y  =  Ix,  on  a 


2al 


y  = 


2at^ 


Fig.  38. 


^      1  _ 
5°  La  courbe  d'équation 


a  à  l'origine  un  point  de  rcbroussement  dont  la  tangente  est  la  bis- 
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sectrice  de  l'angle  xOy.  Elle  a  une  asymptote  de  coefficient  angulaire 
c  =  v^2  et  dont  l'ordonnée  à  l'origine  est 

1  \2 


6c' 


V2 


Fig.  39. 


elle  coupe  les  axes  en  dehors  du  point  0  aux  points  x  =  0,  y  —  ^ 

j 

y  =  0,   x  =  elle  a  la  forme  de  la 

figure  39. 

Si  l'on  veut  trouver  les  points  de  la 
courbe  où  la  tangente  est  parallèle  à 
l'axe  Ox,  il  faut  joindre  à  l'équation 
donnée  l'équation 

fi  =  Ç,x'-  —  2(y  —  x)  =  0; 

les  points  de  contact  sont  donc  à  l'inter- 
section de  la  courbe  avec  la  parabole 
d'équation  y  =  x-^3x^  et  les  abscisses 
de  ces  points  sont  les  racines  de  l'équation 
!.. 

~-\-  X  =  —  ,   qui  a  trois  racines  réelles  dont  l'une  est  positive  et  très 

petite,  et  les  deux  autres  négatives. 

De  la  même  manière,  si  l'on  veut  trouver  les  points  de  la  courbe 
où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  Oy,  il  faut  joindre  à  l'équation 
donnée  l'équation 

Les  points  de  contact  sont  à  l'intersection  de  la  courbe  avec  la 
parabole  d'équation  x= 

de  l'équation  y  (y  —  \y 


y^-hy;  leurs  ordonnées  sont  les  racines 


27 


Cette  équation  a  une  racine  simple 


y 


y 


à  laquelle  correspond  le  point  de  coordonnées  x  =  

3  3 


elle  a  une  autre  racine  double 


y 


à  laquelle  cor- 


1  1 

respond  le  point  de  coordonnées  x  =  y  =~,  et  ce  point  est  un 
point  d'inflexion. 
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6°  La  courbe  d'équation 

xy     y  -  -h  X  —  4  =  0 

est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  ont  pour  directions  les  droites 

y  =  0,  axe  des  x  et  î/  +  x  =  0, 
bissectrice  de  l'angle  x'Oy  ;  le 
centre  G  est  déterminé  parles  équa- 
tions 

/ï  =  «/  +  i=o 

et 

/;  =  a-  +  2y  =  0, 

et  il  a  pour  coordonnées 

?/  =  — 1,  x  =  2  ; 

on  obtient  les  asymptotes  en  tra- 
çant par  ce  point  G  des  parallèles^ 
aux  directions  trouvées. 

On  peut  résoudre  l'équation 


0 

Fis.  40. 


par  rapport  à 


mais  il  suffit  de  déterminer  les  points  de  rencontre 


4  et  x  =  0,  y 


pour 


de  la  courbe  avec  les  axes  :  y  =  0^ 
achever  la  construction  (fig.  40). 

7°  La  courbe  est  construite  aux  n°'  272  et  277. 

S''  La  courbe  d'équation 

xy  (x  -H-  y)  —     —  y)'  =  0 

est  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  xOy^  car  l'équa- 
tion ne  change  pas  quand  on  change  x  en  y  et  y  en  x\  l'origine- 
est  un  point  de  rebroussement,  avec  la  tangente  dirigée  suivant  la 
bissectrice  y  =  x.  Les  directions  asymptotiques  sont  x  =  0,  y  =  ^^ 
et  x-hy  =  0  ;  les  asymptotes  parallèles  aux  axes  ont  pour  équations 
(n"  263)  y  =  \  et  x  =  \  ;  la  troisième  asymptote  est  déterminée 
d'après  la  méthode  du  n°  264;  on  peut  aussi  pour  cette  dernière  cher- 
cher quelle  valeur  il  faut  donner  à  h  pour  que  la  droite  d'équation 
y-\-x—h  coupe  la  courbe  en  deux  points  à  Tinfîni;  l'équation  aux 
abscisses  des  points  de  rencontre 

x(—x-i-h)  h  —  (h  —  2xy  =  0 

doit  alors  se  réduire  à  un  degré  inférieur  au  second,  et  en  annulant  le 
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coefficient  du  terme  du  second  degré,  on  trouve  ainsi  h  =  —  4;  mais 
alors  l'équation  a  toutes  ses  racines  infinies  et  Ton  voit  que  la  troisième 

asymptote  ne  coupe  plus, 
la  courbe.  Les  premièies. 
la  coupent  aux  points 

1 


1 


y 


y 


3 


=  1 


On  peut  encore  trou- 
ver les  maxima  et  minima 
de  X  ou  y  en  discutant 
la  réalité  des  racines  de 
l'équation  résolue  par 
rapport  à  x  ov\  h  y  \  la 
courbe  a  la  forme  de  la 
figure  41. 

9°  La  courbe  d'équation  y^  —  -f-  =  0  a  à  l'origine  un  point 
de  rebroussement  avec  tangente  dirigée  sui- 
vant Oîy  ;  elle  a  une  asymptote  de  coeffi- 
cient angulaire  c  ==  1  et  dont  l'ordonnée  à 

1  1 


Fig.  41. 


0 

l'origine  a  pour  valeur  d  = 


3< 


3  ' 


la  courjje  est  coupée  par  l'axe  Ox  à  l'ori- 
gine et  au  point  d'abscisse  \  ;  elle  est 

1 


Fig.  42. 


coupée    par  l'asymptote 
\ 

point  d'abscisse  —  • 
J 


y 


au. 


On  peut  étudier  les  dérivées  de  y  comme  à  l'exercice  147  ;  on  a 


=  x^  —  X- 


3yy  =  3a,-2 

9 


2x,      ^yy'^  -h  'àyHj' 


^x 


y -y  =  ix 


2yy'- 


3       -^'^        9(a:— 1) 
y'  s'annule,  en  dehors  de  l'origine  qui  est  un  point  singulier,  pour 

■  2  -yï 

"=3'  •''=3 


la  dérivée  seconde  change  de  signe  en  devenant 


U4 
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infinie  pour  a?  =  1,  de  sorte  que  le  point  de  rencontre  avec  Ox,  d'abs- 
cisse x={,  est  un  point  d'inflexion  (fig.  42). 
10°  La  courbe  représentée  par  les  équations 


y  = 


est  du  second  ordre,  car  les  points  où  elle  rencontre  une  droite  d'équa- 
tion A.T  H-  Bîy  +  C  =  0  sont  déterminés  par  une  équation  qui,  rendue 
entière,  est  du  second  degré.  Les  coordonnées  deviennent  infinies  : 

9.  ' 


1°  pour  t=\,  on  a  dans  ce  cas  x  =  oc,  y 


une  asymptote  parallèle  à  O^c,  d'ordonnée 


a  courbe  a  alors 
2°  pour  t  =  —  1,  X 


et  y  deviennent  alors  infinis  ;  le  coefficient  angulaire  de  l'asymptote 
est  c  =  lim  ^ 


t  i 

lim       9  —  —  ^  '  l'ordonnée  à  l'origine  est 


d  =  lim  (y  —  ex)  =  lim  (y  -h  2x) 


3c'  3 

lim  r  =  7r' 

t—i  2 


La  courbe  est  donc  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  les  droites 


Fig.  43. 


y 

B 

0 

\    \  ^ 

d'équations  y  =  —  et  y     —  2x-\- 


le  centre,  point  de  rencontre  des 
asymptotes,  a  pour  coordonnées 

i_ 
2* 


x  =  y 


Pour  t  =  0,  on  a  £c  =  î/  =  0,  la 
courbe  passe  donc  à  l'origine,  ce  qui 
permet  d'achever  sa  construction,  mais 
on  peut  étudier  complètement  l'a  varia- 
tion simultanée  de  x  et  y  en  fonction 
(le  t]  la  dérivée  x't  est  constamment  négative  et  y'i  constamment 
positive  ;  \es  variations  du  point  de  la  courbe  sont  indiquées  dans  le 
tableau  suivant,  auquel  correspond  la  figure  43. 
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t 

 00 

 2 

—  1— £ 

—  1  +£- 

0 

\—z 

X 

1 

0 

—  00 

-4-00 

0 

—  oo 

-f-00 

1 

y 

l 

2 

 00 

0 

\_ 

2 

1 

2 

1 

Point 

A 

B 

C 

D 

0 

E 

F 

A 

11°  La  courbe  d'équations 


at{\  —  r-) 


1 


«st  du  troisième  ordre;  t  représente  le  coefficient  angulaire       de  la 

X 

droite  joignant  l'origine  à  un  point  de  la  courbe. 

L'origine  est  un  point  double,  car  x     y  s'annulent  pour  t  =  ±{\ 

les  coefficients  angulaires  des  tangentes  sont  les  limites  de  —  =  <  et 

X 

les  tangentes  sont  les  bissectrices  des  angles  des  axes,  x  n'est  jamais 
infini  tandis  que  y  devient  infini  pour  t  infini;  x  a  alors  pour  limite 
—  a  et  la  courbe  a  pour  asymptote  la  droite  x  =  —  a. 

En  donnant  à  t  des  valeurs  égales  et  opposées,  x  ne  change  pas, 
tandis  que  y  change  de  signe  ;  la  courbe 
est  donc  symétrique  par  rapport  à  O^c  et  il 
suffirait  de  faire  varier  ^  de  0  à  +oo. 
Les  dérivées  sont 


—  iat 


a{\  —  4r-  — 


(l-4-rp-^ 

la  première  s'annule  pour  ^  =  0  et  la  se- 
conde pour  t  =  :±i\/\/^ô  —  2.  Pour  ^  =  0, 
on  a  le  point  A  d'abscisse  a;  lorsque  l'on 
fait  varier  ^  de  0  à  1,  on  obtient  les  points 
de  l'arc  ABO  (fig.  44);  ensuite  pour  t  va- 
Fig.  44.  riant  de  1  à  -4-  oo  ,  ceux  de  l'arc  OC  asymp- 

tote à  la  droite  x  =  —  a;  en  faisant  varier  t 
de  0  à  —  00  ,  on  obtient  un  arc  de  courbe  symétrique  du  premier  par 
rapport  à  Ox.   La  courbe  entière  est  la  strophoïde  ;  son  équation 
VoGT.  —  Solut.  10 
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s'obtient  en  remplaçant  t  par  dans  l'une  des  équations  données^ 
ce  qui  donne 

x{x^  -f-  y')  —  a{x^  —      =  0. 
12°  La  courbe  représentée  par  les  équations 


1 


y 


1 


est  du  troisième  ordre,  et  symétrique  par  rapport  à  Oy,  car  y  ne 
change  pas  et  x  change  de  signe  quand  on  change  ^  en  —  Pour 
i  =  00  ,  X  devient  infini  et  y  est  égal  à  —  1,  de  sorte  que  la  courbe  a 
une  asymptote  parallèle  à  Ox  d'ordonnée  y  —  —  1 .  Pour  <  =  h-  1 ,  x 
et  y  deviennent  infinis,  on  a  une  asymptote  dont  le  coefficient  angu- 
laire est  c  =  lim  ^  =  2,  et  dont  l'ordonnée  à  l'oriorine  est 

X 


(1  =  lim  (jy  —  cx)  =  lim 


2/3  i-^t 
—  =  hm 


21' 


-2, 


A  la  valeur  ^  =  ^  i  cor- 
2x-i-  2.  Les  dérivées  sont 

4/ 


1  — 

de  sorte  que  son  équation  est  y  =  2x  -^-2. 
respondrait  l'asymptote  symétrique  y  =  - 

^  _  ^e-  —  i'  ,  

la  première  s'annule  pour  t  =  0  sans  changer  de  signe,  et  pour 
<  =  dzv/3  en  changeant  de  signe  ;  la  deuxième  pour  i  =  0;  on  obtient 
ainsi  les  résultats  suivants  lorsque  /  varie  de  0  à  H-  oo  : 


Fig.  45 


t 

x't 

X 

y 

0 

0 

croît 

i 

croît 

1  —  c 

^- 

-f- 

—  oc 

 00 

croît 
ma.\. 
décroît 

croît 

-4-00 

—  00 

—  1 

APPLlCATlOiNS   GÉOMÉTRIQUES  147 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  est 

x[     -61  — 

et  il  est  infini  pour  i  =  0;  pour  ^  croissant  de  0  à  1,  on  a  un  arc  de 
courbe  AB  tangent  en  A  à  l'axe  Oy  (fig.  45)  ;  lorsque  /  croît  de  1  à 
-f-oo  ,  on  a  un  arc  CDE  ;  il  suffît  de  tracer  les  arcs  symétriques  des 
précédents  par  rapport  à  Oy  pour  compléter  la  courbe. 

43°  Pour  que  des  valeurs  réelles  de  a?  et  de  y  satisfassent  à  l'équa- 

2  2  2 

tion  .X  ^  H-  ?/  ^  =  a  ^  ,  il  faut  qu'elles  soient  inférieures  à  a  en  valeur 
absolue  ;  la  courbe  rencontre  les  axes  aux  points  x  =  dza,  y  =  0, 
eix  =  0,  y  =  àza;  en  ces  points,  la  tangente  est  confondue  avec 
l'axe,  comme  le  montre  l'étude  de  la  dérivée  de  y  (fig.  46). j 

La  courbe  s'appelle  hypocycloïde  à  quatre  rehroussements  ;  elle 

est  engendrée  par  un  point  d'un 

cercle  de  rayon  roulant  à  l'in- 
térieur d'un  cercle  de  rayon  a  ;  en 
effet,  soit  Cq  la  position  initiale 
du  centre  du  cercle  mobile  pour 
laquelle  le  point  mobile  A  occupe 
la  position  Ao  sur  le  cercle  fixe  ; 
soit  C  une  autre  position  du  centre 
telle  que  l'angle  CoOC  soit  égal 
à  l,  et  soit  B  le  point  de  contact 
des  deux  cercles  ;  le  point  A  est 
tel  que  les  arcs  BAq  et  BA  soient 
égaux  à  al\  par  suite  l'angle  BCA  est  égal  à  4/.  En  projetant  sur  les 
axes  le  contour  OCA,  on  a  pour  valeurs  des  coordonnées  de  A 

3 


a  cos  t 


—  a  sin  ^ 
4 


—  cos  3t  =  a  cos^  t, 
4 

sin  3^  =  a  sin^  /  ; 


l'élimination  de  t  entre  les  deux  équations  conduit  bien  à  la  relation 

ji       1  ï. 

-\-y  ^  —a  ^  .  On  pourrait  encore  utiliser  les  formules  donnant  x 
et  y  en  fonction  de  (  pour  construire  la  courbe  ;  il  est  facile  de  démon- 
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trer  que  la  normale  au  point  A  à  l'hypocycloïde  va  passer  par  le  point 

de  contact  B  des  deux  cer- 


y 

a 

a 

/  j 
/          '  ^ 

-Xt  o 

(-X-.l)T 

-a 

■Fig.  47. 

des. 


14°  L'équation 


représente  un  mouvement 
vibratoire  ;  la  courbe  a  ses 
ordonnées  proportionnelles 
à  celles  d'une  sinusoïde; 
lorsque  x  augmente  d'un 
multiple  entier  de  T,  y  re- 
prend la  même  valeur;  il 
suffit  donc  de  faire  varier  a:  de  — aT  à  ( — X-f-l)T  pour  avoir  une 
portion  de  courbe  que  l'on  transportera  ensuite  parallèlement  à  Taxe 
des  X  en  lui  donnant  une  translation  égale  à  un  multiple  quelconque 
de  T  (fig.  47). 

IS''  L'équation  y  =  ae~'^  sinmx  représente  un  mouvement  vibra- 
toire amorti  ;  la  courbe  (fig. 
48)  est  formée  d'une  suite 
d'arcs  coupant  l'axe  Ox  aux 
points  Afc  d'abscisses 
h- 


y 

\a_i  Ao 

/  \a,A2/^ 

0       V /l- 

00 

^-^^ 

^^^^ 

Xu 


de 


k  étant  un  nombre  entier  po- 
sitif, nul  ou  négatif;  les  or- 
données correspondant  à  des 
valeurs  de  l'abscisse  différant 
de  l'une  d'elles  d'un  multiple 
décroissent  en  progression  géométrique.  La  courbe  est  tout 


Fis.  48. 


entière  comprise  entre  les  deux  courbes  d'équations    jy,  =  ae~*  et 

1/2  =  —  ae""^  ;   elle  touche  la  première  en  des  points  A'^  d'abscisses 

2  )  m 
3 


et  la  deuxième  en  des  points  S!'iu  +  k  d'abscisses 


2k 


,  —  ;  on  vérifie  en  effet  que  ?/  et  sa  dérivée  ont  ros- 
1  m 
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pectivement  la  même  valeur  que  3/1  et  sa  dérivée  pour  les  premiers 
points  et  que  î/o  et  sa  dérivée  pour  les  autres. 


IG'^  ta  courbe  y  =      ^  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  Oy 

qu'elle  coupe  au 
point  d'ordon- 
née 1  ;  elle  coupe 
l'axe  Ox  aux 
points  d'abscis- 
ses /fTc(A:^0). 
Quand  \x\  aug- 
mente, \y\  tend 
vers  zéro,  et 
la  courbe  a 
pour  asymptote 
Ox. 

La  courbe 

(fig.   49)    est  comprise   entre  les  brancbes    de   deux  byperboles 

équilatères  symétriques,  d'équations  y 

peut  voir  qu'elle  touche  ces  branches  alternativement  aux  points 

d'abscisses  (2k  ^  P^"*  énoncer  une  propriété  analogue  pour 

la  courbe  d'équation  y—^f(x)su\x  comparée  aux  courbes  d  équa- 
tions y  =  ±i/{x). 

17°  La  fonction  y  =  x  \og  x  n'est  réelJe  que  si  x  est  positif; 

lorsque  x  tend  vers  zéro,  log  x  tend 
vers  — 00  mais  y  tend  vers  zéro  (n°  177). 
La  dérivée  y'  =  \og  x  i  est  égale  à 
—  00    pour    x  =  0;    elle  s'annule  pour 


Fi^ 

.49. 

—  et  V'>  =          et  Ion 

X  ^  X 


log  x  =  —  1,  X 


en  passant  du  né- 


Fi.'.  50. 


gatif  au  positif;  la  fonction  passe  alors  par 
1 

un  minimum  égal  à  —  —  ;  elle  s'annule 
pour  x—-i   et  croît  indéfiniment  avec  x 


sans  que  la  courbe  ait  d'asymptote  (fîg.  50). 
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18*'  La  fonction  y  =  6"^  est  réelle  et  positive  pour  toute  valeur 
de  X,  mais  elle  est  discontinue  pour  x  =  0,  car  si  e  est  un  nombre 

positif  tendant  vers  zéro  et  si  x  =  ~i-E,  e==   augmente  indéfiniment, 


tandis  que  si  x  =  — 
La  dérivée  y'  = 


£, 

—  1 

x^ 


y 
1 

0 

tend  vers  zéro. 

est  constamment  négative  et  la  fonc- 
tion décroît  ;  y  a  pour  limite  1  pour  x 
infini,  de  sorte  que  la  courbe  a  une 
asymptote  d'équation  =  1.  Lors- 
que X  tend  vers  zéro  par  valeurs  né- 
gatives et  quon  pose  x  -=  

a 

a  croissant  indéfiniment  par  valeurs 


Fig.  51. 


Taxe  des  x.  En  calculant  la  dérivée  seconde,  y"  = 


positives,  on  a  y'  =  ^  et  cette 

quantité  tend  vers  zéro  (n**  176); 
la  branche  de  courbe  qui  aboutit  à 
l'origine  a  donc  comme  tangente 
2^  4-  1  \  ' 


on 


voit  que  la  courbe  a  un  point  d'inflexion  d'abscisse  — —  (fig.  51). 

6  6 
19°  La  fonction  p  —  cos  —  reprend  la  même  valeur  quand  —  aug- 

mente  de  2-k  ou  6  de  4^;  il  suffit 
donc  de  faire  varier  0  entre  0  et  4-; 
on  remarque  de  plus  que  l'on  obtient 
toutes  les  valeurs  de  p  en  valeur 
absolue  en  faisant  varier  0  de  0  à  :r. 
Dans  cet  intervalle,  p  diminue  de 
1  à  0  et  l'on  a  un  premier  arc  de 
courbe  AoAAiO  (fig.  52).  Supposons 
que  0  varie  de  tt  à  2?:;  à  deux  valeurs 
G  <<  TT  et  G'  =  27r  —  G  correspondent 
deux  directions  D  et  D'  et  deux  va- 
leurs de  p  égales  et  de  signes  contraires  donnant  deux  points  A  et  A' 
symétriques  par    rapport  à  Oy\  on  obtient  ainsi  un  arc  OA2A'A3. 


\  ^ 
aV — ^ 

/D 

«r — 7^ 

/J  Vo 

\\           /  ^ 

xr — 

\d' 

Fig.  52. 
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15i 


Supposons  enfin  que  6  varie  de  2'k  k  ^t,;  à  deux  valeurs  0  <  27r  et 
6"=^2z-f-6  correspond  la  même  direction  D,  mais  les  valeurs  de  p 
sont  égales  et  de  signes  contraires,  il  leur  correspond  par  conséquent 
deux  points  A  et  A"  symétriques  par  rapport  au  pôle  0  ;  on  obtient 
ainsi  les  arcs  A3A"0  et  OA"'Ao,  symétriques  des  premiers  par  rapport 
au  point  0. 

20*^  La  fonction  p  =  sin  6  H-  cos  6  reprend  la  même  valeur  quand 
6  augmente  de  2::;  il  suffit  donc  de  faire  varier  ô  de  0  à  27i  ;  si  l'on 
considère  deux  valeurs  6<7r  et  6'=7r-h6,  p  prend  des  valeurs 
-égales  et  de  signes  contraires  ;  on  obtient  ainsi  deux  directions  oppo- 
sées, mais  un  même  point  sur  ces  directions; 
il  suffit  donc  de  faire  varier  0  de  0  à  -it.  Dans 
cet  intervalle,  p  augmente  de  1  à  \/2  quand  9 

varie  de  0  à       puis  diminue  de  \/2  à  0  quaad 
4 

6  varie  de  ^-  à  ^  et  de  0  à  —  1  quand  6 
4  4 

•Stt 

varie  de  -—  à  tt.  On  obtient  ainsi  une  courbe 


Fig.  53. 


qui  n'est  autre  qu'une  circonférence,  dont  le 
diamètre  OAi  est  égal  à  \/2,  sur  la  bissec- 
trice de  l'angle  xOy  (fig.  53)  ;  on  a  en  effet  p  =  /2  cos  (     —  0  ce 


V 

Ho 

à;  - 

aY 

Va 

"  A, 

/ 

K 

Fig.  54: 


qui  est  bien  la  projection  de  OAi 
sur  la  direction  6. 

21«  La  fonction   p  =  tg  ^ 

reprend  les  mêmes  valeurs  quand 

—  augmente  de  tt  ou  6  de  27r; 

on  obtient  toute  la  courbe  en 
faisant  varier  0  de  0  à  27r.  A 
deux  valeurs 

0  <  TT     et      6'  =  27r  —  6 


•correspondent  deux  directions  D  et  D'  symétriques  par  rapport  à  Ox 
et  deux  valeurs  p  et  p'  égales  et  opposées,  donc  deux  points  A  et  A' 
symétriques  par  rapport  à  0?/  ;  il  suffit  donc  de  faire  varier  G  de  0  à  tc 
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et  de  prendre  ensuite  la  symétrique  par  rapport  à  Oy  de  la  courbe 
ainsi  obtenue. 

TT  6 

Dans  l'intervalle  de  0  à  tt  pour  6  ou  de  0  à  —  pour  — -  ?  p  aug- 

mente  de  0  à  +oo;  on  obtient  ainsi  (fig.  54)  un  arc  OAAi  s'éloignant 
à  l'infini  dans  la  direction  asymptotique  6o  =  ti.  D'après  le  n*^  270,  on 
obtient  l'asymptote  en  portant  dans  la  direction  OH  d'angle  polaire 


2 


un  segment  égal  à 


lim  [p  sin  (6  —  ôo)]  -=  lim  [  —  tg  |-  sin  6  j  =  lim  1^  2  sin^  -|- j  =  —  2  ; 

l'asymptote  sera  donc  la  parallèle  à  Ox  menée  par  le  point  Hq,  extré- 
mité d'un  segment  égal  à  — 2  porté  par  OH,  ou  égal  à  2  porté  par 
0^.  L'arc  OA'A,,  symétrique  du  premier  par  rapport  à  0^,  complète 
la  courbe  déjà  tracée. 

non  T  X-  cos  6  —  sin  6  n     j  • 

22°  La  fonction    p  =  j   comme  celle  de  1  exercice 

cos  6  sin  6 

antéprécédent,  reprend  les  mêmes  valeurs  quand  6  augmente  de  2?:, 

et  prend  des  valeurs  égales  et  de  signes^ 
contraires  quand  6  augmente  de  tt  ; 
on  obtient  donc  tous  les  points  de  la 
courbe  en  faisant  varier  6  de  0  à  tt. 
Dans  cet  intervalle,  p  devient  infini 

pour  6o  =  0  et  6i  =  y  ;  à  ces  direc- 
tions asymptotiques  correspondent  les 
asymptotes  obtenues  en  portant  sur  les 

et  t:  un  segment  égal  à  1 , 


y 

0 

X 

Fi".  55, 


directions 


d'après  la  règle  du  n^^  270  ;  de  plus  p  s'annule  pour  0  =  —  ;  on  obtient 

ainsi  la  courbe  de  la  ligure  55  ;  elle  est  une  hyperbole,  car  en  trans- 
formant l'équation  en  coordonnées  cartésiennes,  on  obtient  xy  =  x  —  y. 
Plus  généralement,  toute  équation  de  la  forme 


a  cos  0-1-6  sin  0 


A  cos-  0  -j-  2B  sin  0  cos  0  -h  C  sin-^  0 
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représente  une  conique  passant  par  l'origine,  car  Téquation  trans- 
formée en  coordonnées  cartésiennes  est 


23°  La  fonction    c  = 


\x-  +  2Bxij  -f-  Cy-  =  ax-\-by. 
1 


reprend  les  mêmes- 


2  +  sin  cos  6 

valeurs  quand  6  augmente  de  2ti  ;  on  obtient  tous  les  points  de  la 
courbe  en  faisant  varier   6  de   0   à   2ti.   En  remplaçant  / 3  par 

cotg-^»  on  peut  mettre  l'équation  sous  la  forme 


sin 


6 


2  sin     -f-  cos  (  6  —  ^]      1  -f-  cos  (  0  — 


6 


on  reconnaît  l'équation  d'une  parabole  de  paramètre  —  ayant  pour 

foyer  l'origine  et  pour  axe  la  droite  de  direc- 
tion ~,   comme  l'indique  la  figure  56. 

Toute  équation  de  la  forme 

a 


9  = 


b  -h  c  cos  fi  -h-d  sin  0 


représente  une  conique  ayant  pour  foyer 
l'origine,  car  on  peut  toujours  la  ramener  à 

P  


la  forme  g 


1  +e  cos  (6  —  6o) 


119.  —  Démontrer  que  l'équation  PQ  == /c,  où  P  Q  sont 
des  fonctions  linéaires  de  x  et  y,  et  k  une  constante,  représente 
une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  P  =  0  et  Q  =  0. 

Supposons  que  les  droites  P  =  0  et  Q  =  0  ne  soient  pas  parallèles 
entre  elles  ni  aux  axes  de  coordonnées;  nous  pouvons  ramener  l'équa- 
tion à  la  forme 

(î/  —  ex  —  d)  Çy  —  c'x  —  d')  —  k. 
Les  directions  asymptotiques  sont  obtenues  en  égalant  à  zéro- 
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l'ensemble  des  termes  de  plus  haut  degré  (?/  —  ex)  (y  —  c'x)  et  ont 
pour  coefficients  angulaires  c  et  c'.  Sur  la  branche  de  direction 
asymptotique  c,  la  quantité  y  —  c'x  devient  infinie  avec  x  et  en 
écrivant  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

h 

y  =  ex  -hd  -\  , 

^  y  —  c'x  —  d' 

on  voit  que  le  dernier  terme  du  second  membre  tend  vers  zéro;  par 
suite  la  droite  d'équation  y  =  ex  -h  d  est  asymptote  à  la  branche  de 
courbe.  De  même,  sur  la  branche  de  direction  asymptotique  c',  on  a 

ij  z=z  c'x  -\-d'  -\-  -, 

y  —  ex  —  d 

«t  le  dernier  terme  tend  vers  zéro,  de  sorte  que  la  droite  d'équation 
%l  =  c'x-v-  d'  est  l'autre  asymptote. 

On  peut  faire  des  raisonnements  analogues  dans  le  cas  où  l'une  ou 
l'autre  des  droites  P  =  0,  Q  =  0  est  parallèle  à  l'un  des  axes  de 
coordonnées.  Dans  le  cas  où  ces  deux  droites  sont  parallèles,  on  a 
Q  —  P  -h  A,  h  étant  une  constante,  et  l'équation  P(P  -\-h)  =  k  repré- 
sente deux  droites  parallèles  aux  droites  données. 


150.  —  Construire  la  courbe  définie  par  les  équations 

ic  =  asm  — )        y  —  b^ml-K — ^^'^ 

où  t  est  un  paramètre  variable,  et  former  V équation  de  cette  courbe  ; 
déterminer  les  directions  et  les  longueurs  de  ses  axes  en  cherchant  le 
maximum  ou  te  minimum  de  x^-\-y-. 

Les  coordonnées  x  et  y  sont  des  fonctions  périodiques  de  t^  la 
période  étant  égale  à  T  ;  il  suffit  de  faire  varier  t  dans  un  intervalle 
(^0»  'o  +  T)  égal  à  la  période,  ou  dans  un  intervalle  moitié  moindre,  en 
prenant  ensuite  la  symétrique  par  rapport  à  l'origine  de  la  portion  de 
courbe  obtenue. 

AT  A'T 
Les  valeurs  remarquables  de  /  sont  ~  pour  x  ti    -+-       pour  y, 

k  étant  un  nomi)r('  rnlior  (juclconquc,  positif,  nul  ou  négatif;  on  peut 
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1 


supposer  compris  lui-même  entre  0  et  T;  suivant  les  valeurs  qu'il 
possède,  on  a  diflerentes  formes  de  courbes,  toutes  inscrites  dans  les 
droites  parallèles  aux  axes  d'équations   x  —  iha,  y  =  ±b. 

kT 

Nous  désignons  par  A^^  un  point  correspondant  à  t  =  ~~  et  par 

4 


un  point  correspondant  à  t  =  t(^ 


kT 


;  lorsque  t  croît,  les  points 


/  2 

Bo 

A, 

V 

0 
.A, 

B3 

Fig.  57. 


y 

A3 

r  ' 

A>\ 

A5 

Fig.  58. 


se  succèdent  à  partir  de  Bo  dans  le  sens  de  la  flèche.  La  figure  57  cor- 

T 
4 


T  T  T 

respond  au  cas  où  0<^o<y'  la  figure  58  au  cas  où  ■7<^o<i7' 


a"\ 

Fig.  59. 

3T 


2<^°<  4 


Fig.  60. 

et  la  figure  60  au  cas  où 


la  figure  59  au  cas  où 
3T 

<  ^0  <  T.   Les  cas  particuliers  sont  ceux  où      =  0  ;  la  courbe  se 
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OC  If 

confond  avec  la  portion  de  la  droite  —  =  ^  comprise  entre  les  al)scisses 
—  a  et  +«;  puis  le  cas  t(i  =  —  où  la  courbe  se  confond  alors  avec 

la  portion  analogue  de  la  droite  —  =  —  ^  ;  enfin  les  cas  =  " 
3T  a  b  4 

et  1^  =  —  où  la  courbe  a  pour  axes  de  symétrie  les  axes  de  coor- 
4 

données. 

On  obtient  Téquation  de  la  courbe  en  tirant  sin^^   et  cos^y- 

des  équations  donnant  x  et  y,  et  en  écrivant  que  la  somme  des  carres 
est  égale  à  l'unité  ;  on  obtient  ainsi  l'équation 

x'-     2x1/      2i:to  ,  y-      .  ,27tfo  A 

 cos  — —  +  'i  sin^  — -  =  0 

a'      ah         T  T 

A"T 

qui  représente  une  ellipse,  sauf  si  1^  =  —,   auquel  cas  elle  représente 

une  droite  double  passant  par  Forigine. 

On  peut  trouver  les  longueurs  des  axes  de  cette  ellipse  en  la 
rapportant  à  ses  axes  de  symétrie  (n°  275)  ou  bien  en  cherchant  le 
maximum  ou  le  minimum  de 

p2  —  X-     y-  =  a-  sin-      +  b-  sm-  — ^-   • 

1  lo 

En  annulant  la  dérivée  de  cette  expression  prise  par  rapport  à  f, 
on  obtient  l'équation 


sin-— -  -H  b-  sin     ^  „, — ^  =  0,    d  ou  te:-— 


b-  sm  -— 


a-  -T-  b-  cos 


T 

les  valeurs  ainsi  obtenues  pour  t  fournissent  les  sommets  de  la  courbe, 
et  l'on  en  déduit  les  valeurs  de  p-  correspondantes.  La  méthode  de 
l'exercice  87  aurait  donné  comme  équation  fournissant  les  demi-axes 

ou  —  p'-^  (a-  -f-      4-  a-b-  sin-  "^^^  =  0  ; 

la  somme  des  carrés  des  demi-axes  est  égale  à  a-  +-  b-  quelle  que  soit 
la  valeur  de  Iq. 
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151.  —  Une  droite  de  longueur  constante  se  déplace  de  façon 
que  ses  extrémités  restent  sur  Ox  et  sur  Oy  ;  démontrer  que  le  lieu 
d'un  point  particulier  de  cette  droite  est  une  ellipse. 

Soit  M  (fig.  61)  un  point  quelconque  fixé  sur  une  droite  dont  deux 
points  A  et  B  se  déplacent  l'un  sur  Oy  et  l'autre  sur  Ox;  désignons 
par  a  et  b  les  valeurs  algébriques  des  segments  AM  et  MB  comptés 
positivement  dans  la  direction  AB.  Les  coordonnées  du  point  M  sont 

^  =  (0B)4M_(0B)    «  ....MB     ....  6 


AB 

en  écrivant  que  OA 


.=(OA)f|  =  (OA)- 


by,  on  obtient  l'équation  du  lieu 


le  lieu  est  une  ellipse  ayant  pour  demi- 
axes  les  valeurs  absolues  de  a  et  b.  On 
peut  démontrer  géométriquement  la 
proposition  précédente  en  traçant  un 
segment  OMi  égal  et  parallèle  à  AM  ; 
le  point  M,  a  pour  lieu  un  cercle  de 
rayon  a  et  les  points  M  et  Mi  sont 
sur  une  même  parallèle  à  0^  ;  le  rapport  de  leurs  ordonnées  est  en 

valeur  absolue  égal  à  —  ;  le  point  M  décrit  donc  une  ellipse  de  demi- 
axes  a  et  b  (n°  91). 

Remarque.  —  La  normale  à  l'ellipse  au  point  M  passe  par  le  der- 
nier sommet  N  du  rectangle  de  côtés  Oh.  et  OB  ;  cette  proposition, 
qui  découle  facilement  des  principes  de  la  cinématique,  résulte  aussi 
de  l'équation  de  la  normale  , 


en  y  remplaçant  x  et  y  par  les  valeurs  trouvées  précédemment,  on 
vérifie  que  l'équation  est  satisfaite  par  les  coordonnées  du  point  N. 


152.  —  On  appelle podaire  d'une  courbe  par  rapport  à  un  point 
le  lieu  des  pieds  des  mrpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les 
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tangentes  à  la  courbe  ;  déterminer  la  podaire  d'une  conique  par  rap- 
port à  un  de  ses  foyers,  celle  d'une  ellipse  par  rapport  à  son  centre^ 
celle  d'une  hyperbole  équilalère  par  rapport  à  son  centre,  celle  d'une 
circonférence  par  rapport  à  un  de  ses  points,  celle  d'une  parabole 
par  rapport  à  son  sommet,'  transformer  en  coordonnées  polaires  les 
équations  des  courbes  obtenues,  et  les  construire. 

Soient  Xq  et  yo  les  coordonnées  d'un  point  fixe  A  d'où  l'on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  la  courbe  d'équation 
f(^x,  y)  =  0;  la  tangente  en  un  point  (x,  y)  et  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  A  sur  cette  droite  ont  pour  équations 

/x  I  y 

en  éliminant  x  Qi  y  entre  ces  équations  et  celle  de  la  courbe,  on 
obtient  l'équation  de  la  podaire. 

1°  Supposons  que  la  courbe  soit  une  ellipse  d'équation 


x^ir 


'-1=0; 


«2  b^ 

en  joignant  à  cette  relation  les  deux  équations 

1_n  X— a:o__  Y  — yo 

a^      0^  ^  ^ 

a^  62 

et  éliminant  x  et  y,  on  obtient  l'équation  cherchée  : 

(X2     Y2  _      -  y^if  =  «2 (X  _  x,y-  +  62  (Y  _  y, y  ; 

elle  représente  une  courbe  du  quatrième  ordre  sans  asymptote  et  ayant 
un  point  double  au  point  donné  (xo,  yo)- 

Nous  remplacerons  dans  ce  qui  suit  X,  Y  par  x,y,  ce  qui  ne  mo- 
difie pas  les  résultats  ;  nous  supposerons  de  plus  a'^b. 

Si  le  point  (xq,  î/o)  est  un  foyer,  on  a  Xq  —  c  =  \/ a-  —  62,  i/^  —  0  ; 
le  premier  membre  se  décompose  en  un  produit  des  deux  facteurs 
(£c2     î/2  —  a-)  (x-  -h  y  -  —  2cx  4-  c-)  =  0  ; 

le  deuxième,  égalé  à  zéro,  représente  Un  cercle  de  rayon  nul  ayant  pour 
centre  le  foyer  considéré  ;  le  premier,  égalé  à  zéro,  représente  le  cercle 
principal  de  l'ellipse,  qui  est  le  lieu  fourni  par  les  raisonnements  géomé- 
triques habituels.  Le  même  calcul  sert  aussi  pour  une  hyperbole. 
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Si  le  point  donné  est  le  centre,  Xq  et  sont  nuls  et  l'équation 
de  la  podaire  se  réduit  à 

(x'-  +  if-y  —  (a'-x^-  -h  ¥y'-)  =  0  ; 

elle  représente  une  courbe  symétrique  par  rapport  aux  axes  de  coor- 
données, ayant  à  l'origine  un  point  double  isolé,  et  n'ayant  pas  de 
point  à  l'infini. 

On  peut  discuter  l'équation  en  la  considérant  comme  bicarrée  en  x 
ou  en  y\  nous  parviendrons  plus  rapidement  aux  résultats  de  la 
discussion  en  cherchant  les  points  où  la  tangente  à  la  courbe  est 
parallèle  à  l'axe  des  x  ;  ils  satisfont  à  l'équation 

ils  sont  donc  à  l'intersection  de  la  courbe,  d'une  part  avec  Taxe  des  y^ 

et  d'autre  part  avec  le  cercle 
concentrique  à  l'ellipse  et  de 
a 

rayon 


3/ 

•y. 

— f — ^  

 ..x 

1  1 

\\\ 

0 

'  jI 

1  / 

1  yj 

Si  ce  rayon  est 
h,  c'est-à-dire  si 
la   podaire  enve- 


inférieur  à  h,  c'est-à-dire  si 

loppe  l'ellipse  et  a  une  forme 
analogue  à  celle  de  cette 
courbe  sans  présenter  aucun 
point   d'inflexion;    mais  si 


Fig.  62. 


\/2 


la  podaire  présente 


des  I  oints  d'inflexion  comme  l'indique  la  figure  62.  Nous  y  avons  tracé 

le  cercle  de  rayon         passant  jpar  les  points  où  y  est  maximum  en 

valeur  absolue. 

L'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  polaires  est 


«2  cos2  0  -h  b-  sin^  6  = 


cos  20. 


2°  Supposons  que  l'on  cherche  la  podaire  d'une  hyperbole  par 
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rapport  à  son  centre;  il  suffît  de  changer  dans  le  calcul  précédent  6^ 
-en  —  6-,   l'équation  du  lieu  est 

(^2  _^  ^2)2  _        —  h'^y^)  =  0. 

La  courbe  a  un  point  double  à  Torigine,  mais  cette  fois  à  tangentes 

réelles  d'équations 

ax  —  dzby; 

ces  droites  sont  les  per- 
pendiculaires aux  asymp- 
totes de  l'hyperbole.  Les 
points  où  la  tangente  est 
parallèle  à  Ox  sont  en- 
core les  points  de  rencontre 
de  la  courbe  avec  le  cercle 

de  rayon         (fig.  63). 

Dans  le  cas  où  l'hyperbole  est  équilatère,  b  est  égal  à  a,  et 
l'équation  du  lieu  devient 

(x^  +  y'-y-  —  a'-  (x^  —  2/0  =  0,  cos  20  ; 

<î'est  celle  d'une  lemniscate  (n*^  253). 

3*"  Supposons  que  la  courbe  soit  une  parabole  d'équation 
y^  —  2px  =  0  .,  les  équations  d'une  tangente  en  un  point  (x,y)  et 
"de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  tangente  d'un  point  (xq,  î/q)  sont 

Yy-p(X-^x)  =  0,  ==1^11^0 

—p  y 

l'élimination  ôe  x  ci  y  entre  ces  équations  et  celle  de  la  parabole 
donne  la  relation 

2  (X  -  X,)  [X^  +     —  ^oX  —  y,\]  ~\  -  p(\  —  y, y  =  0. 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  est  du  troisième  ordre; 
elle  a  une  asymptote  parallèle  à  l'axe  Oy,   dont  l'équation,  obtenue 

en  annulant  le  coefficient  de  Y^,  est  X  =  Xq  —  ^;  la  courbe  pré- 
sente un  point  double  au  point  donné  (a:o,  yo)- 
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Si  ce  point  est  le  foyer,  on  a  a^o  =     •   2/o  =  0  ;  l'équation  s'écrit, 
•€n  remplaçant  comme  précédemment  X,  Y  par  x,  y, 

Le  second  facteur  égalé  à  zéro  représente  un  cercle  de  rayon  nul 
ayant  pour  centre  le  foyer  ;  l'autre  facteur  égalé  à  zéro  représente  l'axe 
des  y,  c'est-à-dire  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole.  Ce  résultat 
est  conforme  à  celui  qui  est  fourni  parles  raisonnements  géométriques. 

Si  le  point  donné  est  le  sommet  de  la  courbe,  c'est-à-dire  l'origine, 
Xq  et  î/o  sont  nuls,  l'équation  de  la  podaire  est 

2x{x^'-\-y'-)-{-py^  =  0', 
elle  représente  une  cissoïde  (n°  253)  ayant  pour  asymptote  la  direc- 
trice de  la  parabole  x  =  —  ^  et  pour  point  de  rebroussement  l'origine  ; 
•elle  est  tournée  en  sens  contraire  de  celle  du  n°  253  ;  l'équation  trans- 
formée en  coordonnées  polaires  est  p  =  — 7L^iB_?. 

^  2  cos  ô 

4°  Si  la  courbe  donnée  est  une  circonférence  rapportée  à  son  centre, 
on  peut  utiliser  le  calcul  fait  pour  l'ellipse  et  y  remplacer  a  et  b 
parle  rayon  r  du  cercle;  on  peut  toujours  supposer  î/o  nul,  de  sorte 
-que  l'équation  de  la  podaire  est 

(X2  +     —  XoXy  =     ( (X  —  XoY-  -h  Y^] . 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  point  Xo  en  remplaçant  X  par 
xo  -4-  X'  et  Y  par  Y',  et  si  l'on  écrit  encore  x  et  y  à  la  place  de  X 
et  Y',  on  obtient  l'équation 

(x^  -4-     _|_         _  J.2      _L_      ^  0  ; 

elle  représente  une  courbe  du  quatrième  ordre  sans  asymptote  ;  l'ori- 
gine est  un  point  double  et  l'on  y  trouve  facilement  les  tangentes. 
En  transformant  l'équation  en  coordonnées  polaires,  on  obtient 

p  =  dz  r  —  Xq  cos  Ô. 

Cette  équation  représente,  quel  que  soit  le  signe  adopté  pour  dz  r, 
un  limaçon  de  Pascal  (n°  269).  La  podaire  d'une  circonférence  par 
rapport  à  un  point  de  son  plan  est  donc  un  limaçon  de  Pascal. 

VOGT.  —  Sol  ut,  11 
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Il  est  facile  de  le  démontrer  géométriquement:  si  P  (Hg,  64) 
est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  0  sur  la  tangente  au  point  T  à 
une  circonférence  de  centre  G  et  si  Ton 
mène  par  C  la  parallèle  CM  à  la  tangente, 
le  lieu  de  M  est  une  circonférence  de  dia- 
mètre OC  et  le  point  P  est  tel  que  le  seg- 
ment MP  porté  sur  chaque  rayon  vecteur  OM 
est  égal  au  rayon  du  cercle  C  ;  le  lieu  de  P 
est  donc  un  limaçon.  11  a  un  point  double  à 
tangentes  réelles  si  0  est  extérieur  au 
cercle,  à  tangentes  imaginaires  s'il  est  intérieur  et  à  tangentes  confon- 
dues s'il  est  sur  le  cercle  ;  dans  ce  dernier  cas,  la  podaire  est  une 
cardioïde. 


153.  —  Former  Véquation  chi  lieu  des  points  d'un  plan  dont  le 
produit  des  distances  à  deux  points  fixes  de  ce  plan  est  constant^ 
construire  la  courbe  obtenue. 

Soient  P  et  P'  les  deux  points  fixes  donnés;  prenons  comme  axe 
des  X  la  droite  joignant  ces  deux  points  et  comme  origine  le  milieu 
du  segment  qu'ils  déterminent;  désignons  par  -f-a  et  — a  leurs 
abscisses,  et  par  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  M  du  lieu.  La 
relation  donnée,  que  nous  écrirons  sous  la  forme  MP" .  MP'^  =  est 
traduite  par  l'équation 

[{X  -  ay  -^y']  [(x     ay  +  y^  ^  h\ 
ou  {x'-  +  7/2)2  —  2a\x^  —  2/2) -h  a'  —  là  =  0. 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  ordre  n'ayant 
pas  d'asymptote;  nous  la  résoudrons  par  rapporta  y  après  l'avoir 
écrite  sous  la  forme 

y'  4-  2(^2  -4-  a^)y^  -4-  (x^  —  a^f  —  k^  =  0; 

elle  n'a  de  racines  réelles  que  si  le  dernier  terme  est  négatif,  c'est-à- 
dire  si  l'on  a 

(.x2  -a-  —  /f2)  (x2  —  a'  -^  /i2)  <  0, 


Fig.  64. 
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y 

1  '  ^y 
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\  \  \ 

P'I  0 
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X^v^  

> 

/  / 
/  / 
/  / 

JC 

Fis.  63 


k-  et  \/a'- 


i  dans  ces  conditions,  elle  n'a  que  deux  racines  réelles  et  de  signes 

contraires. 

Si  A;-  >>  a^^  le  deuxième 
facteur  du  premier  membre  de 
rinégalité  précédente  est  positif, 
il  faut  et  il  suffit  que  x  soit 
compris  entre  —  \^ a-  -\-  et 

-h  V^fl"  -f-  k-  ;  la  courbe  a  une 
seule  branche  fermée  comme 
rindique  la  figure  65. 

Si  k-  <<  a-y   X  doit  être  en 
valeur  absolue  compris  entre 
A'  ;  et  la  courbe  comprend  deux  parties  distinctes, 
comme  1  indique  la  figure  66. 

Si  k'  =a-,  la  courbe 
passe  à  l'origine  et  est  une 
lemniscate  (n°  253). 

Les  points  où  la  tan- 
gente est  parallèle  à  Ox- 
sont  fournis,  comme  dans  le 
cas  de  la  podaire  de  l'exer- 
cice précédent,  par  Tinter- 
section  de  la  courbe  avec  la 
•  ligne  représentée  par 

4x(x-  -h  y-  —  a-)  =  0, 

qui  comprend  Taxe  des  y  et  le  cercle  de  rayon  a  déciit  sur  PP'  comme 
diamètre;  en  calculant  les  coordonnées  des  points  communs  à  ce  cercle 
et  la  courbe,  on  constate  qu'ils  ne  sont  réels  que  si  k-  <<2a-. 
Les  courbes  précédentes  sont  appelées  ovales  de  Cassini. 


V 

\ 

\ 

\ 

(  p| 

0 

V  / 

/ 

/ 

/ 

■V. 

Fi  g.  66. 

15i.  —  Une  circonférence  variable  est  constamment  tangente  à 
V axe  des  x  au  point  0;  on  joint  un  point  fixe  de  V axe  des  x  au 
centre  de  cette  circonférence  ;  former  V  équation  du  lieu  des  points  de 
rencontre  de  la  droite  ainsi  tracée  et  de  la  circonférence  j  ce  lieu 
s'appelle  une  strophoïde  ;  construire  cette  courbe. 
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Soit  a  Tabscisse  du  point  fixe  A  de  Taxe  Oa;(fîg.  67)  et  èTordonnée 
du  centre  variable  B  de  la  circonférence  tangente  en  0  à  Ox;  les 
équations  de  la  circonférence  et  de  la  droite  AB  sont 


0. 


En  éliminant  le  paramètre  b  entre  ces  deux  relations,  on  obtient 
l'équation  du  lieu 

x{x'-  -hy^)  —  a  (x'-  —  y-)  =  0. 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant 

pour  axe  Ox,  une  asymptote  parallèle 
à  Oy,  d'abscisse  x  =  —  a  et  ayant 
un  point  double  à  l'origine  avec  des 
tangentes  dirigées  suivant  les  bissec- 
trices des  angles  des  axes.  Il  est  facile 
de  construire  la  courbe  en  résolvant 
l'équation  par  rapport  à  y  sous  la 
forme 


x\a  —  x) 
V  a-{-x 


L'équation  transformée  en  coor- 

Fic.  67.  données  polaires  s'écrit  .  _  ^  . 

^  '        cos6  ' 

on  peut  trouver  directement  cette  équation  en  écrivant  la  relation  des 

sinus  dans  le  triangle  OMA  dont  les  angles  MOA  et  MAO  sont  égaux 

à  O  et^ — 20;  on  peut  aussi  remarquer  que  si  l'on  abaisse  de  0  la  per- 

pendiculaire  OP  sur  AB,  les  droites  OM  et  OM'  sont  les  bissectrices  des 
angles  en  0  du  triangle  rectangle  OPA  ;  il  suffit  alors  d'écrire 

OP  =  OM  cos  POM  =  OA  cos  POA 
pour  retrouver  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  polaires. 


155.  —  IJ  origine  étant  pôle  d'inversion,  trouver  la  figure  inverse 
(Vune  droite,  d'une  circonférence,  d'une  conique  dont  un  foyer  est  à 
l'origine»  d'une  hyperbole  équilalère  ayant  l'origine  pour  centre. 
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En  appliquant  la  remarque  du  n°  81,  il  est  avantageux  de  former 
l'équation  en  coordonnées  polaires  de  la  ligne  dont  on  veut  trouver 
l'inverse;  nous  appellerons  k  la  puissance  d'inversion. 

Si  Ton  donne  une  droite  parallèle  à  Oy,  d'abscisse  a,  son  équation 

est     p  =    ^       et  l'équation  de  l'inverse  est      s'— —  cos  6;  elle 
cos  6  'a 

représente  une  circonférence  passant  par  le  pôle. 

Si  l'on  donne  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  Ox  et  ne 

passant  pas  par  0,  son  équation  est  de  la  forme 

^"  +  V'  —       +  6  =  0,       f  —  2ac  cosO-^b  =  0, 

l'équation  de  l'inverse  est 

^_2aAcos6  +  6=30,       o'^  —  2  ^  g' cos  6 -4- ^     0  ; 
p  p  '  0  \  0 

elle  représente  une  autre  circonférence. 

Si  l'on  donne  une  conique  ayant  pour  foyer  l'origine  et  pour  axe 

Ox,  son  équation  est   p  —  ^  et  celle  de  l'inverse  est 

^  ^  1-f-ecos6 

p  =  —  H  cos  9  ; 

P  P 

celle-ci  représente  un  limaçon  de  Pascal  ;  les  tangentes  au  pôle  sont 
réelles  si  e  >>  1 ,  c'est-à-dire,  si  la  conique  est  une  hyperbole  ;  elles  sont 
imaginaires  si  e<;l,  c'est-à-dire  si  la  conique  est  une  ellipse,  enfin 
elles  sont  confondues  et  la  courbe  est  une  cardioïde  si  la  conique  est 
une  parabole. 

Si  l'on  donne  une  hyperbole  équilatère  ayant  pour  centre  l'origine 
et  pour  axe  transverse  Ox,  son  équation  est  de  la  forme 

—  y  '  =  «2,       p2  cos  20  =  ; 

k- 

celle  de  son  inverse  est  p'^  =  —  cos  29,  elle  représente  une  lemniscate. 


156.  —  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  conique 
passant  par  un  point  donné. 

Le  milieu  d'une  corde  d'une  conique  est  l'intersection  de  cette 
corde  avec  le  diamètre  correspondant  (n°  279).  Si  iCo,  .Vo  sont  les  coor- 


à' 
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données  du  point  donné,  les  équations  de  la  corde  et  du  diamètre  sont 
de  la  forme 

2/  — ^0  =  K-^  — ^o),       fx-hm  f'y  =  0, 

et  il  suffît,  pour  avoir  l'équation  du  lieu,  d'éliminer  m  entre  les  deux 
équations,  ce  qui  donne  la  relation 

Le  lieu  est  une  conique  passant  par  le  point  (xq,  î/q)  et  par  le  centre 
delà  conique  donnée  ;  les  deux  courbes  sont  homotbétiques,  car  les 
termes  du  second  degré  sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations  (n°  286); 
avec  la  notation  habituelle  l'équation  du  lieu  peut  encore  être  écrite 

K^,  y)  - -jWi. + yfk + A)  =  o  ; 

on  voit  que  ce  lieu  coupe  la  conique  donnée  aux  points  communs  à 
cette  courbe  et  à  la  polaire  du  point  (xq,  t/o). 

Il  peut  arriver  qu'une  partie  du  lieu  corresponde  à  des  cordes 
coupant  la  conique  donnée  en  deux  points  imaginaires,  mais  le  milieu 
du  segment  limité  à  ces  deux  points  est  quand  même  réel. 


157.  —  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tancfcntes 
menées  parallèlement  à  une  direction  donnée  à  des  coniques  homofo- 
cales. 

Des  ellipses  et  des  hyperboles  homofocales  sont  représentées  par 
Téquation  de  l'exercice  142  : 


Les  points  de  contact  des  tangentes  à  l'une  de  ces  courbes  paral- 
lèles à  une  direction  de  coefficient  angulaire  m  sont  à  l'intersection 

de  la  courbe  avec  le  diamètre  d'équation  -f-  m  .Jf  ^  =  0  ;  on 

a^  —  A         0-  —  A 

aura  l'équation  du  lieu  en  éliminant  m  entre  les  deux  relations.  Si  l'on 

déduit  de  la  dernière  les  égalités 

a^  —  l  ^  h'  —  l  ^  c^ 
x         —  my     x  4-  my 
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et  si  Ton  transporte  dans  l'équation  des  coniques  les  valeurs  de  a-  —  X 
et  6-  —  A  ainsi  déterminées,  on  obtient  une  équation  qui  se  décompose 
en  plusieurs  autres,  d'abord  xy  =  ^  représentant  les  axes,  puis 

(x  -i-  my)(y  —  mx)  +  mc^  =  0 

représentant  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  les 

droites  y  =  mx  et  y  =  x;  cette  hyperbole  passe  par  les  foyers. 

Si  la  conique  est  une  parabole,  on  aura,  avec  les  notations  de 
Texercice  143,  à  éliminer  À  entre  les  équations 

p—l  p—l 
le  lieu  se  compose  de  l'axe  des  x  et  de  la  droite  d'équation 
2mx  H-  (m-  —       —  wp  =  0 

passant  par  le  foyer. 


158.  —  Démontrer  que  la  polaire  d'un  point  de  la  directrice 
d'une  conique  quelconque  passe  par  le  foyer  correspondant  et  est 
perpendiculaire  à  la  droite  joignant  le  point  à  ce  foyer. 

Si  la  conique  est  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes,  un  point  de  la 

directrice  a  pour  coordonnées      =  ^  et  i/o  ;  la  polaire  de  ce  point 

a  pour  équation  ~  -f-  ^  —  1  =  0.  On  vérifie  qu'elle  passe  par  le  foyer 

x  =  c,  y  =  0  et  est  perpendiculaire  à  la  droite  joignant  ce  foyer  au 
point  (xq,  yo). 

Une  vérification  analogue  se  fait  dans  le  cas  d'une  hyperbole  ou 
d  u:ie  parabole. 


159.  —  Démontrer  que  si  Von  joint  un  point  d'une  ellipse  aux 
extrémités  d'un  diamètre  quelconque,  on  forme  deux  droites  parallèles 
à  deux  diamètres  conjugués.  Etudier  la  variation  de  l'angle  de  deux 
diamètres  conjugués  d'une  ellipse. 

Soit  o  le  paramètre  d'un  point  de  l'eHipse  que  l'on  joint  à  deux 
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points  diamétralement  opposés  dont  les  paramètres  sont  oq  et  '^i)  -t-7r; 
les  coefficients  angulaires  des  cordes  sont 

^(sin  9  —  sin  on)  b(sin  y  -f-  sin  90)  , 

a  (cos  cp  —  cos  cpo)  a  (cos  cp  -|-  cos  cpo)  ' 

1)2 

on  vérifie  bien  que  leur  produit  est  égal  à   (n^^  281  et  282);  elles 

sont  donc  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués. 

L'angle  des  deux  diamètres  conjugués  correspondant  aux  para- 

mètres  ©  et  cp'=icp-h—  est  donné  par  Téquation 

tg  V  =  :  =^  — — -  (cotg  9  -h  tg  9)  ; 

son  maximum  ou  son  minimum  ont  lieu  pour  9  =:=  —  et   C5  =     ;  les 

4  '4 

diamètres  conjugués  correspondants  sont  les  diagonales  du  rectangle 
dont  les  côtés  sont  les  tangentes  aux  extrémités  des  axes;  ces  dia- 

2ah 

mètres  sont  égaux  et  l'on  a  alors  tg  V  =  ± 


160.  —  Montrer  que  les  formules 

définissent  dans  le  plan  une  transformation  de  coordonnées  rectangu- 
laires en  d'autres  rectangulaires  ayant  la  môme  origine de  niênie^ 
les  formules 

px  =  (1-+-     —  a2  _  ^2).^^  _^  2(Aa  —  v>y'  ^-  2(Àv  -f-  il)z', 
=  2(;xA  +  vX  -1-  (1  —     -t-  li.-  —  v-)y'  ^  2((xv  —  X)z', 
pz  =  2(vX  —       +  2(|i.v  H-  A)y'  ^-  (1  —  a2  —     +  v^)^', 

où  p=l  +X--i-ÎA2  +  v2, 

définissent  dans  V espace  une  transformation  de  coordonnées  rectan- 
gulaires  en  d'autres  rectangulaires  ayant  la  même  origine. 

Il  suffit  de  vérifier  cpic  les  premières  formules  peuvent  ôlre  mises 
sous  la  forme  (10)  du  n°  273  ;  l'on  y  parvient  immédiatement  en  posant 
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t  =  tg       ce  qui  donne  en  même  temps  la  signification  du  paramètre 

il  est  la  tangente  de  la  moitié  de  l'angle  de  rotation  des  axes  de  coor- 
données. 

Les  deuxièmes  formules  peuvent  de  même  être  mises  sous  la  forme 
(4)  du  n<>  305  ;  il  suffit  alors  de  vérifier  que  les  coefficients  satisfont  aux 
conditions  que  doivent  remplir  les  cosinus,  c'est-à-dire  aux  équations 

a!  -4-  ,8ï  +  y2  =  1 ,         «la,  +  ^i^a  H-  yiyo  =  0, 

et  aux  autres  analogues,  ce  qui  se  fait  facilement. 

La  signification  géométrique  des  paramètres  l,  jjt,,  v  est  la  sui- 
vante : 

Soit  OD  une  droite  issue  dé  l'origine  et  faisant  avec  Ox,  Oy,  Oz 
des  angles  dont  les  cosinus  sont  a,  y  ;  autour  de  cette  droite  on 
fait  tourner  le  trièdre  Oxyz  tout  d'une  pièce  d'un  angle  6  et  on  lui 
donne  une  position  Ox'y'z'  ;  on  peut  montrer  que  les  paramètres  ont 
pour  valeurs 


Pour  le  voir,  on  imagine  un  trièdre  trirectangle  particulier  OXYZ 
dont  l'axe  OZ  est  dirigé  suivant  OD  ;  l'axe  OX  est  dans  le  plan  J)Ox, 
et  l'axe  OY  est  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  une  rotation  autour  de  OZ 
d'un  angle  6  définit  une  transformation  de  coordonnées  fournie  par  des 
formules  analogues  à  celles  de  la  géométrie  plane  ;  en  les  appliquant  à 
des  points  situés  sur  les  axes  Oa?,  Oy,  Oz  à  une  distance  de  0  égale 
à  l'unité,  on  peut  évaluer  les  coordonnées  dans  Le  système  primitif  des 
nouvelles  positions  des  points  ainsi  choisis  et  ce  sont  les  cosinus  direc- 
teurs cherchés. 


161.  —  Rapporter  à  ses  axes  la  conique  représentée  par  l'équation 

x^  H-  21xy         -h  a^X^  _  1)  =  0  ; 

discuter  suivant  la  valeur  de  X;  montrer  que  la  somme  des  carrés 
des  axes  a  une  valeur  constante  quel  que  soit  1. 

L'équation  étant  symétrique  par  rapport  a  x  et  y,  les  axes  de  la 
courbe  sont  les  bissectrices  des  angles  des  axes  de  coordonnées  et  il 
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suffit  de  faire  tourner  ceux-ci  d'un  angle  égal  à  —  ;  les  formules  de 
transformation  sont 

et  la  nouvelle  équation  est 

Si     —  1  n'est  pas  nul,  Téquation  se  ramène  à 

r'-  ii'^ 

a\i —X)     a\i  ~{-\) 

elle  représente  une  ellipse  lorsque  X  est  compris  entre  — 1  et  -f-1, 
une  hyp,erbole  d'axe  transverse  Ox'  lorsque  X<<  —  1,  et  une  hyper- 
bole d'axe  transverse  Oy'  lorsque  X>>1. 

Dans  tous  les  cas,  la  somme  des  valeurs  algébriques  des  carrés 
des  demi-axes  est  égale  à  2a^  ;  de  plus,  toutes  les  courbes  sont  tan- 
gentes aux  quatre  côtés  du  carré  formé  par  les  droites  d'équations 
x  =  ±a,  y  =  ±a. 

Lorsque  X  —  —  1,  l'équation  représente  une  droite  double  con- 
fondue avec  Ox\  et  lorsque  X  =  -hl,  elle  représente  une  droite 
double  confondue  avec  Oy' . 


162.  —  Démontrer  que  si  deux  coniques  ont  leurs  axes  parallèles, 
leurs  quatre  points  d'intersection  sont  sur  une  même  circonférence  et, 
réciproquement,  toutes  les  coniques  passant  par  quatre  points  d'une 
circonférence  ont  leurs  axes  parallèles.  Parmi  ces  coniques  combien 
if  a-t-il  de  paraboles? 

Les  équations  de  deux  coniques  ayant  leurs  axes  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées  sont  de  la  forme 

f{x,  ij)  =  Ax^     Cy^  +  2J)x  -h  SEvy  -f-  F  =  0, 
^(x,  y)  =  Ai.x2  -f-  C,î/2  -h  2DiX  -h  2E,î/  -f-  F,  =  0  ; 

toutes  les  coniques  passant  par  les  points  communs  à  ces  deux  courbes 
sont  rc|)réscntécs  par  l'équation  (n°  285)  f(x,  y)  ~hlo(x,  y)  =  0  et 
elles  ont  leurs  axes  parallèles  à  ceux  des  coniques  données;  parmi  ces 
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dernières  se  trouve  un  cercle  obtenu  en  choisissant  X  de  façon  que 
A-f-ÀAi==C-hÀCi. 

Réciproquement,  si  Ton  considère  un  cercle  d'équation  cp  =  0(A]  =  Ci) 
et  une  conique  passant  par  quatre  points  de  ce  cercle,  on  peut  choisir 
les  axes  de  coordonnées  de  façon  qu'elle  soit  représentée  par  une 
équation  f=  0  de  la  forme  précédente;  alors  toutes  les  autres  coniques 
passant  par  les  mêmes  points  ont  leurs  axes  parallèles  à  ceux  de  la 
première. 

Parmi  ces  coniques  se  trouvent  deux  paraboles  obtenues  en  faisant 
A-^-XAi-— 0  ou  C-4-aGi  =  0;  il  se  trouve  aussi  trois  couples  de 
droites,  ce  sont  les  couples  de  côtés  opposés  et  les  diagonales  du  qua- 
drilatère ayant  pour  sommets  les  quatre  points  ;  les  bissectrices  des 
angles  formés  par  ces  couples  de  droites  ont  les  mêmes  directions  que 
les  axes  dés  coniques. 


168.  —  Le  sommet  d'un  angle  droit  se  déplace  sur  une  droite  ou 
sur  une  circonférence  données  j  l'un  de  ses  côtés  passe  par  un  point 
fixe  ;  démontrer  que  l'enveloppe  de  l'autre  côté  est  une  conique  ayant 
pour  foyer  le  point  fixe. 

Supposons  qu'un  angle  droit  ait  son  sommet  M  variable  sur  l'axe 
Oy  et  qu'un  de  ses  côtés  passe  par  un  point  Mo  d'abscisse  Xq  situé 
sur  Ox;  si  b  est  l'ordonnée  du  point  M,  le  coefficient  angulaire  de 

MqM  est  —  —  ;  l'équation  du  second  côté  de  l'angle  droit  est 


L'enveloppe  de  cette  droite  a  pour  équation  y^  —  Lxxq  =-.  0  ;  elle 
«st  une  parabole  ayant  pour  foyer  Mo  et  pour  tangente  au  sommet  Oy. 

De  la  même  manière,  si  le  point  M  décrit  un  cercle  de  rayon  r 
ayant  pour  centre  l'origine,  et  si  cp  est  son  paramètre  angulaire,  ses 
coordonnées  sont  r  cos  9  et  r  sin  cp  ;  le  coefficient  angulaire  de  MqM 

est  — ^  ^ — »   et  l'équation  du  deuxième  côté  de  l'angle  droit  est 
r  cos    —  Xq 


ou 


XXq 


by-i-b^=r=  0. 


y  —  r  sin  cp 


Xq  —  r  cos  cp 
r  sin  o 


(x  —  r  cos  cp)  , 
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OU 

(x  H-  XQ)r  ces  <^^yr  sin  o  —  xxq  —  r-  =  0. 
L'équation  dérivée  par  rapport  à  9, 

—  (x-h  Xq)  sin  cp  +  î/  cos  cp  =  0, 

est  celle  d'une  droite  contenant  le  point  caractéristique  et  il  est  facile 
de  la  construire  ;  l'élimination  de  cp  entre  les  deux  équations  fournit 
l'équation  de  l'enveloppe 

r\(x  +  XoY      rY-  =  (xxo  -f-  r'')\ 

Si  Xq  n'est  pas  égal  à  dzr,  on  peut  mettre  cette  équation  sous 
la  forme 


1=0; 


elle  représente  une  conique  ayant  pour  cercle  principal  le  cercle  donné 
et  pour  foyers  le  point  Mo  ainsi  que  son  Symétrique  par  rapport  au 
centre  ;  la  conique  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  suivant  que  Mo 
est  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  cercle  donné. 

Si  Xq  est  égal  à  dzr,  l'équation  devient  y~  —  0',  mais  l'enveloppe 
est  formée  de  Mq  et  du  point  du  cercle  diamétralement  opposé  à  Mo. 


1G4.  —  Trouver  Venveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante 
dont  les  extrémités  s'appuyent  sur  deux  droites  rectangulaires. 

Si  /  est  la  longueur  de  la  droite,  a  et  6  les  segments  qu'elle 
détermine  sur  les  axes,  son  équation  est 

avec  la  condition       o(a,  b)  =  a'^ -\- —  0. 

D'après  la  méthode  du  n°  291,  on  doit  éliminer  a  et  6  entre 
ces  équations  et  la  relation 

x_  y_ 

a^         b'^  ,        a  b 

J,   i  y  i 

en  égalant  à  t  les  derniers  rapports,  portant  «  et  6  dans  les  deux 
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premières  équations  et  éliminant  ensuite  t,  on  obtient  le  résultat  de 

2  g  2 

Télimination  sous  la  forme  a:  ^  -f-  y  ^  =  /  ^  ;  la  courbe  a  été  construite 
dans  l'exercice  148. 


165.  —  Montrer  que  V  enveloppe  une  droite  y  telle  que  le  produit 
des  distances  de  deux  points  fixes  à  cette  droite  a  une  valeur  donnée, 
est  une  conique  ayant  pour  foyers  les  deux  points  fixes. 

Soient  F  et  F'  les  deux  points  fixes  supposés  sur  Ox  et  d'abs- 
cisse =ti  c  ;  l'équation  d'une  droite  étant  écrite  sous  la  forme 

ux  -i-  vy  -i-  i  =  0, 

les  distances  des  points  F  et  F'  à  cette  droite  ont  pour  valeurs 


\/u--{-v'^  zt  \/ u'^ v^ 

Si  l'on  égale  le  produit  \dd'\  à  6-,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer 
suivant  que  les  radicaux  sont  pris  avec  le  même  signe  ou  avec  des 
signes  différents;  dans  le  premier  cas,  la  relation  entre  u  et  v  s'écrit 

u--i-v-         .'  ^  ^ 

et  dans  le  deuxième  cas,  elle  s'écrit 

,     \    =  h\      u\c^  —     —  v'^b^  —  1=0; 

elle  ne  peut  alors  exister  pour  u  et  v  réels  que  si      >  b^. 

Dans  le  premier  cas,  en  posant  c^-^b^  =  a~,  on  trouve  l'enve- 
loppe en  éliminant  les  deux  paramètres  u   et  î;  entre  les  équations 

ux-^vy-{-i=0,       a'u^-^b'-D'-  —  \=0,        -^  =  JL- 
^  ahi  bH' 

en  opérant  comme  dans  le  problème  précédent,  le  résultat  de  l'élimi- 

nation  est-l'équation  ^  ~+~     —  1=0  qui  représente  une  ellipse  ayant 

pour  foyers  les  deux  points  F  et  F'  et  pour  demi-axes  a  et  b. 

Dans  le  second  cas,  on  posera  c-  —  6^  =  a-;  il  suffit  de  changer 
dans  ce  qui  précède  b"^  en  —  6-,  l'enveloppe  est  alors  une  hyperbole. 
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166.  —  L'enveloppe  des  polaires  des  points  d'une  courbe  par 
rapport  à  un  cercle  ayant  pour  centre  Vorigine  est  une  autre  courbe 
qui  est  appelée  polaire  réciproque  de  la  première  par  rapport  au 
cercle  '  montrer  que  la  polaire  réciproque  d'une  conique  est  une  autre 
conique  et  que  la  polaire  réciproque  de  cette  deuxième  conique  est 
identique  à  la  première  •  déterminer  en  particulier  la  polaire  réci- 
proque d'une  circonférence. 

Considérons  en  général  une  courbe  du  second  ordre  D  appelée 
directrice  et  ayant  pour  équation 

Y(x,  y)  =  kx'-  +  2'èxy  +  Ci/-  -f-  2Y)x     2Ey  +  F  =0  ; 

la  polaire  Po  d'un  point  Mo(^o,  2/o)  par  rapport  à  cette  conique  a  pour 
équation  (n°  255) 

~  (a?oFi  +  ^oF;  h-  FO  =  X,  {Ax  -h  By  -h  D)  +  .Vo  (Ba:  +  Cy  -f-  E) 

on  voit  qu'elle  peut  encore  être  écrite  sous  la  forme 

i  (xFi^  +  3/F;  -f-  FO  =  x(Axo  -f-  B^o  +  D)  +  ^ (Bo^o  +  Cy,  +  E) 

+  (Dxo  4-  E^o     F)  ^  0. 

A  chaque  point  Mo  correspond  une  polaire  Pq;  inversement, 
toute  droite  Dq  d'équation  UQX^Voy -{-Wq  =  0  est  la  polaire  d'un 
point  Mo  (xq,  î/o)  déterminé  par  ces  conditions  que  les  coefficients  de 
l'équation  de  la  polaire  de  Mo  soient  proportionnels  à  ceux  de  la  droite 

Axq  -h  B.Vo  -f-  D  _  Bxq  +  Cyo  -h  E  _  Dxp  -f-  E,yo  -f-  1^' 

Ces  équations  du  premier  degré  déterminent  les  coordonnées  d'un 
point  Mo  qui  est  appelé  le  pôle  de  la  droite  donnée  Dq. 

Supposons  d'abord  que  Mo  décrive  une  ligne  droite  d'équation 
Uix-+-Viy  -hWi  =  0;  je  disque  la  polaire  Po  de  Mo  passe  cons- 
tamment par  un  point  fixe  Mi  qui  est  précisément  le  pôle  de  la  droite 
1),  ;  si  en  effet  on  a  constamment  UlX^i-\- t\yo-hiVi  =  0  et  si  l'on 
appelle  a-j,  î/,  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite  Di,  satisfaisant  à 

Axi  H-  B:vi  -4-  D  ^  Bxi-f-Cvi-l-E  ^  Dx^  H-  E;yi  +  F 
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on  voit  que  l'on  a  constamment 

(Acc,  4-  B,j/i  4-  D)xo  -f-  (Bxi  +  Cy^  H-  E)î/o  H-  (Dx-^  -f-  Ey^  -f-  F)  =  0, 
et  ceci  montre  bien  que  la  polaire  Pq  de  (a^o,  yo)  passe  par  le  point 

Réciproquement,  si  une  droite  Do  passe  constamment  par  un 
point  Ml,  son  pôle  se  trouve  toujours  sur  la  polaire  Pi  de  Mi  \  en 
effet,  si  l'on  a  constamment  Uo^i -f- +  iro  =  0  et  si  Xq,  yo  sont 
les  coordonnées  du  pôle  de   Dq,   la  condition  précédente  s'écrit 

(\xq  +  Byo  -h  D)(ri  +  {Bxq  -i-  Cî/o  -f-  E)yi  H-  (D^o  H-  Ei/o  +  F)  =  0, 

et  elle  montre  bien  que  le  pôle  (xq,  î/o)  est  sur  la  polaire  Pi  du  point 
Ml-  Comme  conséquence,  le  pôle  de  la  droite  joignant  deux  points  est 
Tintersection  des  polaires  .de  ces  deux  points,  et  la  polaire  du  point 
commun  à  deux  droites  est  la  droite  joignant  les  pôles  de  ces  deux 
droites;  ces  propriétés  expriment  la  réciprocité  qui  existe  entre  les 
pôles  et  les  polaires. 

Supposons  maintenant  que  Mo  décrive  une  ligne  C  d'équation 
f{xo,  yo)  =  0  \  sa  polaire  Pq  aura  une  enveloppe  C  dont  on  obtient 
l'équation  en  éliminant  Xq,  yo  entre  les  équations 

a-oF^-+-i/oF;  +  F^  =  0,     f(xo,yo)  =  0,  ^=^- 

Je  dis  que  la  ligne  C  est  encore  le  lieu  des  pôles  des  tangentes 
à  la  ligne  C;  en  effet  si  l'on  prend  sur  C  deux  points  Mo  et  Mo 
voisins  l'un  de  l'autre,  leurs  polaires  Po  et  Po  se  coupent  en  un  point 
Ml  qui  est  le  pôle  de  MqMo;  si  Mo  se  rapproche  de  Mo,  la  droite 
MqMo  devient  tangente  à  C,  et  son  pôle,  qui  est  à  l'intersection  de  Po 
et  Po  devient  la  limite  du  point  Mi,  c'est-à-dire  le  point  caractéris- 
tique sur  C  de  la  polaire  de  Mo. 

Il  résulte  de  là  que  les  tangentes  à  la  courbe  C  sont  les  polaires 
des  points  de  C  et  dès  lors  que  la  courbe  G  se  déduit  de  C  comme 
C  se  déduit  de  C.  Les  deux  courbes  C  et  C  sont  telles  que  cha- 
cune est  l'enveloppe  des  polaires  des  points  de  l'autre  et  en  même  temps 
le  lieu  des  pôles  des  tangentes  de  l'autre  ;  elles  sont  dites  polaires 
réciproques.  Il  serait  facile  de  le  montrer  directement  dans  des  cas 
particuliers  simples  ;  si  C  est  du  second  ordre,  C  est  aussi  du  second 
ordre. 
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Supposons  que  la  conique  directrice  soit  un  cercle  ayant  pour 
centre  l'origine  et  d'équation  F(a:,  y)  —  -\- —  R2  =  0  ;  la  polaire 
d'un  point  ÇxQ^yo)  a  pour  équation  xx^-i-yyQ  —  =  0.  Si  la  courbe 
C  est  une  circonférence  de  rayon  r  ayant  son  centre  en  un  point 
d'abscisse  a  de  Taxe  Ox  et  si  son  équation  est 

f(x^y)  =     _^  î/2  —  2ax  -f-     —     =  0, 

on  obtient  sa  polaire  réciproque  en  éliminant  Xq,  y^  entre  les  équations 

xxq  -h  yyo  —  [{2  =  0,       x^-i-  yl  —  2axQ  -\-  aP-  —  r-  =  0, 

.  ou  = 

Le  résultat  de  l'élimination  s'écrit  sous  la  forme 

cette  équation  représente  une  conique  ;  si  M  est  un  point  du  lieu, 
MO  sa  distance  à  l'origine  et  MH  sa  distance  à  la  droite  A  d'équation 

X  =  0,  l'équation  précédente  indique  que  l'on  a  M0  =  — MH; 

a  r 

par  suite   (n°^ 92,  96,  97)  le  lieu  est  une  conique  ayant  pour  foyer 

l'origine  et  pour  directrice  correspondante  la  droite  A. 

L'excentricité  est  égale  à  —  >     de  sorte  que  la  courbe  est  une 

ellipse  si  a  <  r,  c'est-à-dire  si  le  centre  0  du  cercle  directeur  est  à 
l'intérieur  du  cercle  C  ;  elle  est  une  hyperbole  si  a  >>  r,  c'est-à-dire 
si  0  est  extérieur  au  cercle  C  ;  enfin  elle  est  une  parabole  si  a  =  r, 
c'est-à-dire  si  0  est  sur  la  circonférence  du  cercle  donné  ;  on  peut 
ajouter  que  la  directrice  est  la  polaire  du  centre  du  cercle  C  par  rapport 
au  cercle  directeur  D. 


167.  —  Déterminer  l'enveloppe  d'une  droite  représentée  par 
V  équation 

X  sin  cp  —  y  cos  cp  =  cos  2cp, 
oii   cp  est  un  paramètre  variable. 

L'équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  cp  sont 

x  sin  cp  —  y  cos  cp  =  cos  2cp,       x  cos  cp  -h  ?/  sin  cp  =  —  2  sin  2,p  ; 
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avant  d'éliminer  cp,  nos  résolvons  ces  éuquations  par  rapport  à  x 
et  y,  ce  qui  donne 

X  =  cos  2cp  sin  cp  —  2  sin  2cp  cos  cp  =  —  3  sin  cp  -I-  2  sin^  cp, 

-  2/  =  —  cos  2cp  cos  cp  —  2  sin  2cp  sin  cp  =  —  3  cos  cp  +  2  cos^  cp. 

On  peut  étudier  l'enveloppe  en  partant  de  ces  équations  ;  il  suffit 
de  faire  varier  q  de  0  à  ^  et  de  prendre  les  symétriques  de  l'arc 
obtenu  par  rapport  aux  axes  et  par  rapport  au  centre  des  coordonnées. 
Les  dérivées  de  x  et  y  sont 

9 


sin^  cp 


î/^  =  6  sin  cp  (  —  —  cos 


=  6  cos  cp  ^ — 

lorsque   cp  varie  de  0  à         le  point  M  décrit  l'arc  ABC  (fi g.  68) 

présentant  un  point  de  rebroussement  sur  la  bissectrice  de  l'angle  des 
axes;  la  courbe  complète  ABCDEFGHA  présente  quatre  rebroussements. 

Si  l'on  évalue  la 
longueur  du  seg- 
ment M 'M"  compté 
sur  la  droite  entre 
les  bissectrices,  on 
constate  qu'il  est 
constant  et  égal  à 
2  ;  la  courbe  est 
donc  l'enveloppe 
d'une  droite  de  lon- 
gueur constante 
s'appuyant  sur 
deux  droites  rec- 
tangulaires. Il  est 
facile  d'après  cela, 
en  se  reportant  à 
l'exercice  164,  de 
former  l'équation 


y 

c' 

d/ 

\f 

c 

Y  (G 

a' 

Fig.  68. 


de  Tenveloppe  rapportée  à  deux  axes  Oa;',  0?/'  dirigés  suivant  les 
bissectrices  des  axes  de  coordonnées,  et  d'en  déduire  son  équation 
rapportée  à  ces  derniers  axes  eux-mêmes. 


VoGT.  —  Solut. 
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168.  —  Déterminer  plus  généralement  l'enveloppe  d'une  droite 
représentée  par  l'équation 

xsino  —  y  cos  o  =  f(o)  ; 

montrer  que  la  dérivée  de  cette  équation  représente  la  normale  à 
l'enveloppe  au  point  de  contact  de  la  droite  donnée  ;  calculer  les  coor- 
données d'un  point  de  Venveloppe,  le  rayon  de  courbure  et  les  coordon- 
nées du  centre  de  courbure  en  ce  point  en  fonction  du  paramètre  9. 

L'équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  cp, 

X  sin  cp  —  y  cos  cp  =  /"(cp),       x  cos  cp  -f-  ?/  sin  cp  =  /'('f), 

représentent  deux  droites  rectangulaires  se  coupant  au  point  caracté- 
ristique M  ;  la  première  est  la  tangente  à  l'enveloppe  au  point  M  et 
la  seconde  est  la  normale  en  ce  point.  Si  Ton  cherche  la  développée  de 
la  courbe,  il  faut  trouver  l'enveloppe  de  la  normale  représentée  par  la 
seconde  équation  et  y  joindre  la  dérivée 

—  X  sin  cp  -f-  ?/  cos  9  =  /""(?)  5 

celle-ci  représente  une  perpendiculaire  à  la  normale  passant  par  le 
point  caractéristique  de  cette  dernière  droite,  c'est-à-dire  par  le  centre 
de  courbure  N.  En  continuant  de  cette  façon,  on  peut  déterminer  la 
développée  de  la  développée,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple  dans  l'exercice  précédent,  la  développée  est  l'enveloppe 
de  la  droite  MN  représentée  parla  deuxième  équation;  on  peut  cons-  - 
tater  que  le  segment  de  cette  droite  compris  entre  les  points  où  elle 
coupe  les  axes  de  coordonnées  est  encore  constant  ;  la  développée  est 
donc  semblable  à  la  courbe  et  elle  a  la  forme  A'B'G'D'A'. 

Les  coordonnées  d'un  point  M  de  l'enveloppe  sont 

X  =  f(<s>)  sin  cp  -h  f  (cp)  cos  cp,  y  --=  —  /'(cp)  cos  cp  -}-  /"'(cp)  sin  cp  ; 
celles  du  point  correspondant  N  de  la  développée  sont 

X,  =  (' (cp)  cos  cp  —  /"'"('f)  sin  cp,  1/,  =  /'(-p)  3in  cp  -{-/"('f)  cos  -p  ; 
enfin  le  rayon  de  courbure  est 
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169.  —  On  considère  sur  une  courbe  donnée  un  certain  sens  de 
parcours,  et  Von  compte  les  arcs  de  la  courbe  positivement  s'ils  sont 
décrits  dans  ce  sens,  négativement  s'ils  sont  décrits  dans  le  sens 
opposé en  un  point  de  la  courbe,  de  coordonnées  x,  y,  on  mène  la 
demi-tangente  dans  le  sens  choisi  et  Von  désigne  par  a  l'angle  qu'elle 
fait  avec  Ox]  montrer  que  les  différentielles  de  x  et  y  sont  tou- 
jours liées  à  la  différentielle  de  Varc  par  les  formules 

dx  =  ds  cos  a,       dy  =  ds  sin  a. 

Soient  M  un  point  d'une  courbe,  MD  une  demi-droite  issue  de 
ce  point  et  voisine  de  la  demi-tangente  considérée  dans  l'énoncé, 
a,  l'angle  voisin  de  a  que  fait  cette  demi-droite  avec  l'axe  Ox  et  M 
le  point  voisin  de  M  où  elle  coupe  de  nouveau  la  courbe  ;  le  segment 
MM'  =  A/  a  une  valeur  algébrique  de  même  signe  que  l'arc  MM'  =  As, 

et  l'on  a  en  grandeur  et  en  signe  lim  ^  —  1 . 

As 

Les  projections  l^x  et  \y  du  vecteur  A/  sont,  dans  tous  les 
cas,  égales  à 

Aa:  =  A/cosai,       Aî/  =  A/sinai; 

on  a  par  suite 

Aa:      A/  Av      A/  . 

—  =  —  cos  ai,  — — sinai. 

As      As  As  As 

En  passant  à  la  limite,  lorsque  MD  devient  la  tangente  en  M, 
ai  devient  égal  à  a,  et  Ton  obtient  les  relations 

dx  dy 

—  =  cos  a,  ,  =  sin  a. 

ds  ds 


170.  —  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  et  le 
rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  ellipse  en  fonction  des  coordon- 
nées de  ce  point  ou  en  fonction  du  paramètre  angulaire  cp  ;  examiner 
le  cas  particulier  où  le  point  donné  est  l'un  des  sommets  de  la  courbe  ; 
montrer  que  si  k  et  ^  sont  les  sommets  de  l'ellipse  situés  sur  Ox 
et  Oy,  et  C  le  dernier  sommet  du  rectangle  construit  sur  OA  et 
OB,  la  perpendiculaire  abaissée  de  C  sur  AB  rencontre  les  axes 
aux  centres  de  courbure  relatifs  aux  points  A  et  B. 
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Supposons  que  l'on  considère  y  comme  une  fonction  de  x  fournie 
par  l'équation  de  l'ellipse  écrite  sous  la  forme  habituelle;  les  dérivées 
de  la  fonction  seront  données  par  les  relations 

on  en  déduit 


,  ^  —  b^x  „  ^  — 

^  ~   a^y  '        ^  ~  a^y^ 


Les  formules  (7)  du  n°  292  donnent,  tous  calculs  faits, 

X_  ^^  —  x(h'x^^a'*y^)^       ^  —yÇb'x'^^a'y^)^ 

a'b' 

Nous  avons  déterminé  au  n°  294  le  centre  et  le  rayon  de  courbure 
en  fonction  du  paramètre  o  et  nous  avons  construit  la  développée. 

Les  rayons  de  courbure  aux  sommets  sont  R^  =  — ,  Rb=:— , 

a  b 

et  la  construction  indiquée  dans  l'énoncé  donne  bien  le  centre  de  cour- 
bure correspondant. 


171.  —  Déterminer  le  centre  et  le  rayon  de  courbure  en  un  point 

d'dne  parabole  ;  montrer  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  ^?  N 

désignant  la  longueur  de  la  normale  au  point  considéré  comptée  jusqu'à 
Vaxe  et  p  le  paramètre  de  la  courbe  j  déterminer  la  développée  de 
la  parabole. 

Si  l'on  veut  considérer  y  comme  fonction  de  x,  il  y  a  avantage 
à  placer  Taxe  de  la  parabole  suivant  0^   et  à  prendre  son  équation 

sous  la  forme  .V  =  ^' 

Si  l'on  veut  conserver  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 
î/2  —  2/)x  =  0,   il  vaut  mieux  alors  considérer  x  comme  fonction  de 

y  égale  à  7^»  et  employer  les  formules 

X  _ . = Y  -  y = ^=^.±^,  R = ±  iL±_-:!)i, 

x"  x"  x" 
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on  trouve  ainsi 


(y' 


JL 


2p 

Comme  la  longueur  de  la  portion  MN  de  la  normale  (fig.  69) 

on  voit  bien  que  l'on  a 


est   N  =\/i/2  4-/)^ 


Fig.  69. 


TV  3 


On  peut  construire  la  développée  en 
considérant  X  et  Y  comme  dépendant  du 
paramètre  y,  ou  bien  en  éliminant  y  entre 
les  deux  équations  fournissant  X  et  Y  ;  on 


trouve  ainsi  Y- 


21p 


(X  — p)-^  ;  la  courbe 


a  la  forme  indiquée  dans  la  figure,  elle  a  un 
point  de  rebroussement  d'abscisse  p.  On 
peut  rapprocher  ces  résultats  de  ceux  de 
l'exercice  144. 


172.  —  Quelle  est  la  caustique  par  réflexion  d'une  parabole 

pour  les  rayons  parallèles  à  l'axe? 
pour  les  rayons  perpendiculaires  à 
l'axe? 

Si  la  tangente  en  un  point  M  de 
la  parabole  (fig.  70)  fait  avec  l'axe  Ox 
un  angle  a,  la  droite  MR  symétrique 
par  rapport  à  la  normale  MN  d'un 
rayon  Ml  parallèle  à  Taxe  fait  avec 
Ox-  l'angle  7r  -(-2a;  comme  on  a 
R 

y 


tg  a  =  y' 


l'équation  de  MR  est 


Y-i/=:tg2a(X-xr)  = 


'py 


y-  —p 


en  l'écrivant 


2p 


^^py 
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on  voit  que  cette  droite  passe  constamment  par  le  foyer  F,  qui  est 
Fenveloppe  des  rayons  réfléchis. 

Si  l'on  considère  un  rayon  incident  MI'  normal  à  Taxe,  le  rayon 

réfléchi  MR'  fait  avec  Ox  un  angle  égal  à  ^  + 2a  et  a  pour  équation 

Y  — v  =  — cotg2a(X  — a;),     d'où     Y  =  —  ^^-^  X  + -^-±4^ • 

Cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  y  peuvent  être  résolues 

par  rapport  à  X  et  Y  et  donnent  X  =  ^-5  Y  =  ^  — 

On  peut  construire  l'enveloppe  en  partant  de  ces  expressions  ou 
bien  éliminer       ce  qui  donne  Féquation 

la  courbe  a  la  forme  de  la  figure  70  ;  elle  présente  un  point  double  au 
point  d'abscisse 


173.  —  Etant  donnée  une  courbe  C  et  un  point  lumineux  L, 
on  considère  le  rayon  réfléchi  ayant  pour  point  d'incidence  un  point  M 
de  la  courbe;  soit  Q  le  symétrique  du  point  L  par  rapport  à  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  C  et  soit  C  le  lieu  du  point  Q  lorsque  M 
varie  ;  montrer  que  le  rayon  réfléchi  en  M  est  normal  au  point  Q  à 
la  courbe  C.  Pour  simplifier  le  raisonnement,  on  pourra  supposer 
Je  point  L  à  l'origine  et  la  courbe  G  définie  comme  l'enveloppe  d'une 
droite  représentée  par  l'équation  de  l'exercice  168;  il  résulte  de  là 
que  la  caustique  par  réflexion  de  la  courbe  C  pour  les  rayons  issus 
de  L  est  la  développée  de  la  courbe  C. 

Représentons  les  tangentes  à  la  courbe  C  (fig.  71)  par  l'équation 

a:  sin  cp  —  y  cos  ^  =  f  (cp), 

où  çp  est  un  paramètre  variable;  les  coordonnées  du  point  M  de  contact 
sont,  d'après  la  sohition  de  l'exercice  1G8, 

X,  =^  /"sin  cp  -f-  f  cos  cp,       yi  =  —  /"cos  cp  -h     sin  cp  ; 

celles  du  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  L  sur  la  tangente 
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/*sincp,  2/2  =  —  /cos  cp,   et  celles  du  symétrique  Q  de  L 
par  rapport  à  la  tangente  sont 

X  =  2f  sin  cp,      Y  =  —  2f  cos  . 

Le  coefficient  angulaire  de  la  nor- 
male au  point  Q,  à  la  courbe  lieu  de  ce 
point,  a  pour  valeur 

 d]^__  25^  _  —  f  sin  9  — fcos  9 . 

d\         y     —  f  cos  cp     /  sin  cp  ' 

il  est  bien  égal  à  celui  de  la  droite  QM, 
c'est-à-dire  à 


Fig.  71. 


X  —  Xi 

On  voit  donc  que  la  caustique  enveloppe  du  rayon  réfléchi  MR 
est  la  développée  de  la  courbe  lieu  de  Q  ;  cette  dernière  courbe  est 
l'homothétique  par  rapport  au  point  L,  avec  le  rapport  2,  de  la  podaire 
de  la  courbe  C  par  rapport  à  ce  point  L. 


174.  —  Déterminer  la  développée  de  la  chaînette. 

Les  formules  (7)  du  n°  292  appliquées  à  la  chaînette  d'équation 


2 

donnent 

2x  2x 


y  =  ^\e--he  « 


X — x  =          [e  <^  -he 


on  voit  en  particulier  que  Y  =  2y,  de  sorte  que  le  centre  de  courbure 
est  symétrique,  par  rapport  au  point  de  la  courbe,  du  point  de  ren- 
contre de  la  normale  avec  Oo;  ;  cela  résulte  aussi  de  la  valeur  du  rayon 
de  courbure  qui  est  ici  égal  à  y\/i-hy''^ .  Il  est  facile  d'après  cela  de 
construire  la  développée,  qui  présente  le  même  aspect  que  la  développée 
d'une  parabole. 
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175.  —  Déterminer  la  tangente  et  la  normale  en  an  point  d'une 
cycloïde;  montrer  que  la  normale  passe  par  le  point  de  contact  du 
cercle  générateur  avec  la  base  de  la  courbe  ;  déterminer  le  centre  et 
le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  cycloïde,  ainsi  que  la  déve- 
loppée de  cette  courbe ^  montrer  que  cette  développée  est  une  cycloïde 
égale  à  la  première. 

En  un  point  de  la  cycloïde  représentée  par  les  équations 

x  =  a(t  —  sin y  =  a{\ — cos /), 

le  coefficient  ano^nlaire  de  la  tanorente  est  égal  à 


sin  t 


dx     x't     1  —  cos  t 


cotg- 


la  tangente  fait  donc  avec  Taxe  des  x  un  angle  a  égal  à      —      à  un 

multiple  près  de  tt.  Si  Ton  remarque  que  le  même  angle  est  fait  avec 
Ox  par  la  corde  joignant  le  point  M  au  point  B  du  cercle  générateur 
diamétralement  opposé  au  point  de  contact  A  (tig.  72),  on  voit  que  la 
tangente  à  la  cycloïde  est  identique  à  MB  ;  la  normale  est  donc  MA. 


On  peut  calculer  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  et  le 
rayon  d'après  les  formules  (3)  et  (4)  ou  bien  (5)  et  (6)  du  n"  202  ;  on 
trouverait  en  particulier  \  —  — y  \  on  arrive  plus  facilement  au  résul- 
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tat  en  remarquant  que  le  rayon  de  courbure  est  p  =  —  ;  comme  on  a 
ds-  =  dx^  -h  dy^  =  ia-  sin-     dt-,       ds  =  2a  sin  —  dt, 

et  que   «  =     —       dx  =  — on  voit  que   p=  —  2«  sin -^^-^  de 

sorte  que  le  rayon  de  courbure  est  égal  au  double  de  MA  et  le  centre 
de  courbure  est  le  point  N  symétrique  de  M  par  rapport  à  A. 

La  développée,  lieu  des  points  N,  se  compose  d'arcs  de  cycloïde 
égaux  à  ceux  de  la  cycloïde  donnée.  Pour  le  voir,  considérons  une 
droite  OiC,  parallèle  à  Oo:^  d'ordonnée  — 2a;  prenons  OiO'=7ia, 
et  faisons  rouler  sur  la  droite  OiO'  un  cercle  de  rayon  a;  un  point  Ni, 
d'abord  confondu  avec  0',  décrira  une  cycloïde  égale  à  la  première  et 
il  suffit  de  démontrer  que  ce  point  Ni  vient  se  confondre  avec  le  centre 
de  courbure  N  au  point  M.  Si  Ton  considère  la  position*  du  nouveau 
cercle  lorsqu'il  est  tangent  à  Oa;  au  point  A,  le  point  N  est  sur  ce 
nouveau  cercle  et  il  est  tel  que  arc  AN  =  arc  AM  =  OA,  donc 
arc  A'N  —  -^a  —  OA  =  A'O',  et  les  points  N  et  Ni  sont  alors  confondus, 
ce  qui  démontre  la  proposition.  La  développée  de  l'arc  OE  de  la  pre- 
mière cycloïde  se  compose  de  deux  arcs  ONO',  O'E  de  la  seconde. 


176.  —  Soil  AM  un  arc  d'une  circonférence  y  ayant  pour  origine 
unpoini  fixe  A  et  pour  extrémité  un  point  variable  M  de  cette  courbe  ; 
sur  la  tangente  en  M  et  dans  le  sens  MA,  on  porte  une  longueur  MP 
égale  à  l'arc  MA;  le  lieu  du  point  P,  lorsque  M  varie,  s'appelle 
développante  de  cercle;  en  supposant  que  l'origine  des  coordonnées 
soit  le  centre  de  Ja  circonférence  et  que  l'axe  des  x  passe  par  A, 
exprimer  en  fonction  de  Tare  AM  les  coordonnées  du  point  P  ]  mon- 
trer que  le  point  M  est  le  centre  de  courbure  de  la  développante  au 
point  P. 

Si  R  est  le  rayon  du  cercle  et  6  l'angle  AOM  (fig.  73),  le  vecteur 
MP  est  égal  à  Rô  et  fait  avec  Ox  un  angle  égal  à  0  —       en  proje- 
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tant  sur  les  axes  de  coordonnées  le  contour  OMP,  on  obtient  les 
-expressions  des  coordonnées  du  point  P: 

a;==R  cos  6-hR0  sin  6,       ?/ =  R  sin  0  —  R6  cos  G. 

La  courbe  décrite  par  P  a  pour  développée  le  cercle  donné  ;  on  a 
en  effet 

dx  =  RO  cos  6  c/Ô,      dy  =  R6  sin  6  (/6, 
de  sorte  que  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  en  P  est  ^  =  tg  6,  et  la  tan- 

gente  est  parallèle  à  OM,  donc  la  nor- 
male est  dirigée  suivant  PM.  Le  rayon  de 

courbure  est  égal  à  ù  =  ~\   comme  on 
aa 

a  ds  =  \/dx'^-^-dy^  =  K^d^,  et  a  =  6, 
d'où  dQL=:db,  on  voit  que  p  =^  Rô  =  PM  et  le  centre  de  courbure 
de  la  développante  au  point  P  n'est  autre  que  le  point  M. 


-M 

lA  ^ 

Fig.  73. 


177.  —  Déterminer  le  rayon  de  courbure  en  un  point  dè  la  spirale 
logarithmique. 

Soit  p  =  poe'"'^  l'équation  de  la  spirale  logarithmique  ;  la  tangente 
^n  un  point  M  fait  avec  le  rayon  vecteur  un  angle  constant  V  tel  que 
\ 

tg  V  =  —  (n°  256),  Tangle  qu'elle  fait  avec  Ox  est  a  =  6  H-  V. 

On  peut  calculer  le  rayon  de  courbure  R  par  la  formule  du 

n"*  220,  mais  il  est  plus  facile  de  remarquer  qu'il  est  égal  à  ^  ;  ici 
on  a 

ds  =  \Jd^/  -t-  p W  =  p  v/l-f-mV/Ô  =  -4^,»       doL  =  dQ; 

on  en  déduit  R  =  .  ^  ,^  =  p  i/'l  -f-  m- • 
sm  V  ^ 

Si  Ton  construit  un  triangle  OMN  rectangle  en  0,  dont  l'hypoté- 
nuse est  dirigée  suivant  la  normale,  la  longueur  MN  de  cette  hypo- 
ténuse est  précisément  égale  à  R  (fig.  74). 
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La  développée  est  le  lieu  du  point  N  extrémité  de  la  sous-normale  ; 

^  ce  lieu  est  une  spirale  logarithmique, 
car  on  a  ON  =  p  cotg  V  —  pm,  et  entre 
les  coordonnées  p',  6'  du  point  N 
existe  la  relation 


Fie;.  74. 


pome^ 


tour  du  pôle,  car  on  peut  écrire  p'  =  poe'"^'' 
convenablement  choisi. 


La  deuxième  spirale,  lieu  du  point 
N,  est  égale  à  la  première  qu'on  au- 
rait fait  tourner  d'un  certain  angle  au- 
61  étant  un  angle 


178,  —  Démontrer  que  la  circonférence  tangente  en  un  point 
M  d'une  courbe  à  la  tangente  MT  en  ce  point,  et  passant  par  un 
point  voisin  M'  de  la  courbe,  a  pour  limite  le  cercle  de  courbure  au 
point  M  lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M  ; 
déduire  de  là  que  le  rayon  de  courbure  en   M  est  la  limite  du  rap- 


port 


2M'P 


M'P  étant  la  distance  du  point  M'  à  la  tangente  MT. 


Si  Ton  prend  comme  origine  le  point  M  et  comme  axe  des  x  la 

tangente  MT  en  ce  point  (fig.  75),  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  à 
l'origine  est  égal  à  0;  le  rayon  de  cour- 

bure  a  alors  pour  valeur  —  •    Si  l'on 

développe  la  fonction  y  suivant  la  for- 
mule de  Maclaurin  (n°  163),  on  a 


2/0  g 


Soit  R  le  rayon  d'un  cercle  passant  par  l'origine  et  tangent  à 
l'axe  Ox,  son  équation  est 


Y2  —  2HY  =  0  ; 


188  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

s'il  est  assujetti  à  passer  par  un  point  voisin  M'{x,  y),  R  est  déter 
miné  par  l'équation 


l/"2 


R 


X 


lorsque  le  point  M'  tend  vers  M,  x  tend  vers  0  et  R  vers  —,  c'est- 
à-dire  vers  p  ;  la  proposition  est  ainsi  démontrée. 

On  voit  géométriquement,  en  joignant  le  point       du  cercle  an 
point  M'  diamétralement  opposé  à  M,  que  l'on  a  MM'^  =  2RxMH^ 
MM'" 

par  suite  P  =  li"i2MT" 


179.  —  On  considère  la  courbe  gauche  définie  par  les  équations 

^_gm6cosô,       2/  =  e'"^sin6,       2  =  e'"^  cotg  cp, 

où  6  est  un  paramètre  variable  y  cû  un  angle  constant  y'  déterminer 
la  tangente  en  un  point;  montrer  que  la  courbe  est  située  sur  un  cône 
de  révolution  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  axe  Oz,  et  que 
la  tangente  en  chaque  point  fait  un  angle  constant  avec  la  généra- 
trice du  cône  passant  par  ce  point. 

Entre  Xy  y  et  z  existe  la  relation  x^-hy^  —  2- tg^  <p  =  0  qui 
représente  un  cône  de  révolution  d'axe  Oz  ;  ce  cône  renferme  la  courbe. 
Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  en  un  point  sont 

£cj  =  e'"^(m  cos  6  —  sin  0),      y^  =  e"''>(m  sin  ô     cos  6), 
=  e'"^/??  eotg  cp, 

ceux  de  la  génératrice  sont  x,  y,  z  ;  l'angle  de  ces  deux  droites  est 
donné  par 


cos  Y  = 


xx'  -t-  y  y'  -h  zz'  m\/\  -4-  cotg-  cp 


_^y2_^^2  _^  y'2  _^  ^-V2        ^i_^fn^_^         COtg--^  cp 

et  il  est  constant.  On  peut  encore  remarquer  que  l'angle  de  la  tan- 
gente avec  Oz  est  aussi  constant  et  tel  que  l'on  ait 

,  z'  m  cotg 


cos 


\/x'-^-{-y'"-hz'-^     V^l m2  4- m'^  cotg'^  ? 
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La  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  xOy  est  la  spirale  loga- 
rithmique* d'équation  p  =  e'"^  ;-la  courbe  donnée  est  tracée  sur  un 
cylindre  ayant  pour  base  cette  spirale  et  ayant  ses  génératrices  paral- 
lèles à  Oz.  Sur  ce  cylindre,  elle  fait  en  chaque  point  un  angle  con- 
stant avec  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  ;  elle  est  donc  une 
hélice  de  ce  cylindre. 


180.  —  On  appelle  hélicoïde  à  plan  directeur  la  surface  repré- 
sentée par  l'équation 

z  =  m  arc  tg-^; 

X 

montrer  que  c'est  une  surface  réglée  dont  les  génératrices  s'appuient 
sur  l'axe  des  z  et  lui  sont  perpendiculaires  et  que  sa  section  par  un 
cylindre  de  révolution  d'axe  Oz  est  une  hélice  ;  déterminer  l'équation 
du  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface. 

Un  plan  parallèle  au  plan  xOy,  de  cote  z  =  h,  coupe  la  surface 
suivant  une  droite  d'équation  y  =  x  —  ;  cette  droite  reste  per- 
pendiculaire à  Os  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  Ox  est  proportionnel  à  h. 

La  section  de  la  surface  par  un  cylindre  de  rayon  R  peut  être 
définie  en  coordonnées  semi-polaires  par  les  équations 

a;=^Rcos6,       ?/ —  R  sin  G,       z  =  m^; 

die  est  bien  une  hélice  dont  le  pas  est  égal  à  quel  que  soit  R. 

Le  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface  représentée  par 


f(x,  y,  z)  —  z  —  m  arc  tg     =  0 

X 

est,  d'après  l'équation  (5)  du  n°  298, 

on  voit  qu'il  est  coupé  par  le  plan  Z  ==  z  suivant  la  génératrice  conte- 
nue dans  ce  plan  ;  il  est  déterminé  par  cette  génératrice  et  par  la  tan- 
gente à  l'hélice  passant  par  le  point  donné  et  située  sur  la  surface. 
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181.  —  On  considère  la  courbe  représentée  par  les  équations 

a'^XQ   b-yc   c-Zq 

y-b^-^i' 

où  X  est  un  paramètre  variable'  déterminer  et  construire  ses  projec- 
tions sur  les  trois  plans  de  coordonnées  ;  montrer  que  cette  courbe  est 
du  troisième  ordre,  ou,  comme  on  dit,  une  cubique  gauche,  et  qu'elle 
passe  par  les  pieds  des  normales  abaissées  du  point  (xoi2/o?  ^o)  sur 

0C~  1/^ 

l'ellipsoïde  dont  Véquation  est       +   t  —  1  =  0. 


Le  nombre  des  points  communs  à  la  courbe  et  à  un  plan  quel- 
conque d'équation  Aa; -h  Bt/ H- Cz -h  D  =  0  est  égal  au  nombre  des 
racines  de  l'équation 

où  1  est  l'inconnue,  et  cette  équation,  rendue  entière,  est  toujours  du 
troisième  degré,  par  suite  la  courbe  est  du  troisième  ordre  (n^  105). 

Aux  valeurs  particulières  =  —  a-,  À2  = — 6-,  1^=  —  c-,  );4=0^ 
>,5  =  00   correspondent  les  points  : 

b-yi)  ^  _    c-zn  . 


10  arir=oo,  y 


4<*  x^  =  xq,       y.  =  1/0,  z.=zo; 

5»  x,  =  0,        î/5  =  0,  z,--=0; 

on  en  conclut  que  la  courbe  passe  par  l'origine  et  par  le  point  (a:o,î/o,2o) 
et  possède  trois  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

La  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  xOy  est  fournie  par  les 
équations  qui  donnent  x  et  y;  l'élimination  de  X  entre  ces  deux  équa- 
tions conduit  à  l'équation  de  la'projection 

(a^  —  b^)  xy  -h  b-yox  —  a-x^y  =  0  ; 

elle  représente  une  hyperbole  équilatère  passant  par  l'origine  et  ayant 
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des  asymptotes  parallèles  aux  axes,  elle  est  du  reste  l'hyperbole 
d'Apollonius  (exercice  143)  relative  au  point  (x^,  yo)  pour  l'ellipse  de 
demi-axes  a  et  b.  Les  projections  de  la  cubique  sur  les  autres  plans  de  < 
coordonnées  sont  analogues. 

Si  l'on  veut  déterminer  les  normales  à  l'ellipsoïde  d'équation 

x- 

— ^-I-^H--^^^  1  =0  passant  par  un  point  (a:o,yo,^o),  on  calcule 

les  coordonnées  x,  y,  z  du  pied  d'une  normale  (n**  300)  au  moyen 
des  équations 

—  X  ^  yo  —  y         —  ^ 

X  J£_  Z 

jointes  à  celles  de  la  surface.  Les  premières,  où  l'on  considère  x,  y,  z 
comme  coordonnées  courantes,  représentent  une  courbe  C  ;  en  égalant 
à  À  la  valeur  commune  des  rapports,  on  trouve  précisément 

de  sorte  que  la  courbe  C  est  identique  à  la  cubique  étudiée  précé- 
demment. Elle  rencontre  l'ellipsoïde  en  six  points  réels  ou  imaginaires 
correspondant  aux  six  racines  de  l'équation  en  X 

(a^  +  X)^-     (6^  -f-  X)'^         +  X)-^ 

de  sorte  que  l'on  peut  mener  d'un  point  six  normales  réelles  ou  imagi- 
naires à  un  ellipsoïde. 


182,  —  Montrer  que  Véqualion 


représente  le  cône  ayant  pour  sommet  le  point  (a^o,  î/o?  ^o)  ^t  circon- 
scrit à  V ellipsoïde  précédent. 


Il  suffit  de  répéter  le  raisonnement  de  l'exercice  140.  Si  X,  Y,  Z. 
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sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  d'une  tangente  à  Tellip- 
soïde  issue  de  (xq,  i/o,  Zq),  x,  y,  z  celles  du  point  de  contact,  on  a 

1  -f-  À  ^        1  4-  X  1  +  À 

En  écrivant  que  le  point  {x,  y,  est  situé  sur  l'ellipsoïde  et  aussi 
sur  le  plan  polaire  de  (a:o,  î/o,  ^o)i  on  voit  que  x,  y,  z  doivent  satis- 
faire aux  deux  équations 

^  62  ^  c2  a'^b^^c^  ' 

en  remplaçant  x,  ?/,  z  par  leurs  valeurs  et  en  éliminant  À,  on  a 
l'équation  du  lieu  des  tangentes 

Elle  ne  diffère  de  celle  de  Ténoncé  que  par  le  changement  de 
X,  Y,  Z  en  x^  y  y  z. 

On  démontre  de  la  même  manière  que  si  la  surface  du  second 
ordre  est  représentée  en  général  par  f(x,  y,  z)  =  0^  Féquation  du  cône 
circonscrit  de  sommet  {xq,  î/o,  ^o)  est 

VCX,  Y,  Z)f(x^,  2/0,  ^o)-(^o/'x  +  2/o/v  + Vi  +  Z^T^^O. 


183.  —  L'équation 

rrl  ',,2  -2 


a^  —  l     62  — X     c2  — X 

représente,  lorsque  X  varie,  une  famille  de  surfaces  du  second  ordre, 
que  Von  appelle  honiofocales ;  démontrer  que  par  un  point  (o-o,  î/q,  "o) 
passent  trois  de  ces  surfaces  et  qu'elles  sont  l'une  un  ellipsoïde,  une 
autre  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  la  troisième  un  hyperboloide  à 
deux  nappes:  démontrer  (jue  deux  quelconques  de  ces  trois  surfaces 
se  coupent  orthogonalcment  en  tous  leurs  points  communs. 

11  suffit  de  répéter  les  raisonnements  de  l'exercice  142,  Les  valeurs 
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(le  À  correspondant  aux  surfaces  passant  par  un  point  (a:o,  î/o,  -o)  sont 
les  racines  de  l'équation 


F  (À) 


0; 


a-  —  A     h-  —  À     c-  —  X 

en  supposant  a- >  >>  c-,  les  signes  des  résultats  de  substitution  dans 
le  premier  membre  sont  donnés  par  le  tableau 


  30         C-    Z 

b  -  -h  c   a  -  —  1 

F(X) 

—  -h 

—  + 

On  en  conclut  que  l'équation  a  ses  racines  réelles,  Tune  )/  infé- 
rieure à  c-,  il  lui  correspond  un  ellipsoïde  ;  une  autre  X"  comprise 
entre  et  6^,  il  lui  correspond  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  la 
troisième  1"'  comprise  entre  b^  et  a-,  il  lui  correspond  un  hyperbo- 
loïde à  deux  nappes. 

Le  plan  tangent  en  un  point  (xq^  i/o,  ^o)  à  l'une  de  ces  surfaces  a 
pour  équation 

a2^l~^b'  —  l^'c^  —  l 

si  (xq,  î/o,  zq)  est  un  point  commun  aux  deux  surfaces  correspondant 
à  )/  et  À",  la  condition  pour  que  les  plans  tangents  à  ces  surfaces  en 
ce  point  soient  ortbogonaux  est 


(a2__V)(a2_)/')     Çb-2  —  l')(b'-  —  r)  (c^__V)(c2 
cette  condition  est  satisfaite,  car  elle  est  identique  à 

V  — X" 

En  écrivant  que  Ton  a  identiquement 
F  (X)  («2  _  X)  (62     X)  (c^  —  X)  =  (X  —  V)  (X  —  X")  (X  —  X'O 
et  divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  (6^  —  X)(c2 


X-: 


puis  faisant  X  =  a^,  on  trouve  xl,  de  même  yl  et  zl  sous  la  forme 

^ (a 2 _ i>) _ _ yr^^         ^  ^  (b2_i')çi)2_y^^çf,2_yn^ 
'0  (62  — a2)(c2— a^)      '  Ça^^b^){c^  —  b^)  ' 

(a2_,.)(6._,.) 
VoGT.  —  Solut.  13 


194  APPLICATIONS  GÉOMÉTKIOUES 

Les  trois  nombres  X',  V,  W"  sont  appelés  cordonnées  elliptiques 
du  point  (iCo,  î/o,  zq),  ainsi  que  de  ceux  qui  s'en  déduisent  par  symétrie 
par  rapport  aux  plans  de  coordonnées. 


184.  —  Le  lieu  des  perpendiculaires  menées  par  le  sommet  d'un 
cône  aux  plans  tangents  à  ce  cône  s'appelle  cône  supplémentaire  du 
premier  y'  déterminer  le  cône  supplémentaire  du  cône  représenté  par 
Véquation 

a^-  ^  c^~  ' 

montrer  que  le  cône  supplémentaire  du  cône  ainsi  obtenu  est  identique 
au  premier. 

Les  équations  de  la  perpendiculaire  menée  par  l'origine  au  plan 
tangent  représenté  par 

a'  ^  c^ 

sont 

X     y  Z 


a^       ¥  c2 
l'élimination  de  Xy  y,  z  conduit  à  l'équation 

a^X^-\-b^Y'  —  c^Z^  =  0 

qui  représente  le  cône  supplémentaire  du  premier;  le  même  calcul 
appliqué  au  second  cône  montre  qu'il  a  pour  supplémentaire  précisé- 
ment le  premier  cône. 


185.  —  Démontrer  que  l'équation  /-|-Xcp  =  0,  où  f  et  cp  sont 
des  fonctions  entières  du  second  deqré  de  trois  variables  x,  y,  et  a 
un  paramètre,  représente  une  quadrique  S"  passant  par  la  courbe 
d'intersection  des  quadriques  S  et  S'  représentées  par  —  0. 

Si  o  est  décomposable  en  un  produit  de  deux  fadeurs,  cest-à-dirc 
si  S'  se  décompose  en  deux  plans,  démontrer  que  les  qiiadricjines  ÎS 
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et  S"  sont  tangentes  l'une  à  Vautre  aux  points  de  rencontre  de  S  et 
de  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  ;  les  surfaces  S  et  S" 
sont  dites  alors  hitangentes.  Si  o  est  le  carré  d'une  fonction  linéaire, 
c'est-à-dire  si  S'  se  réduit  à  un  plan  double,  démontrer  que  S  et  S" 
sont  tanqenies  en  tous  les  points  de  rencontre  de  S  et  de  ce  plan; 
les  surfaces  sont  alors  dites  circonscrites  le  long  de  ce  plan;  déduire 
de  là  que  l'équation  d'une  quadrique  circonscrite  à  S  est  de  la  forme 
f-{-lF'  =  0. 

Les  coordonnées  de  tous  les  points  communs  aux  deux  surfaces 
S  et  S'  annulent  f  et  o  et  satisfont  quel  que  soit  X  à  Féquation 
^-i-  Xcp  =  0  ;  celle-ci  représente  une  surface  S"  du  second  ordre  passant 
par  la  ligne  d'intersection  de  S  et  S'. 

Si  o  est  égal  au  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré,  PQ, 
tels  que 

p  =  ax-hby-hcz-]~d,      Q  =  a'x-{-  h' y  -{-  c'z  +  d' , 

les  quadriques  S  et  S"  ont  en  commun  les  sections  de  S  par  les  plans 
P  =  0  et  Q  —  0.  L'équation  du  plan  tangent  en  un  point  de  S"  est 

(X  -  x)  [fL  +  KaQ  -h  «T)]  -I-  (Y  -  y)  [f'y  +  )<6Q  +  Ô'P)] 

H-(Z-^)[/'^  +  X(cQ  +  c'P)]  =  0; 

si  ce  point  appartient  de  plus  aux  plans  P  =  0  et  Q  =  0,  l'équation 
du  plan  est  la  même  que  celle  du  plan  tangent  à  S  ;  les  surfaces  S 
et  S"  ont  donc  même  plan  tangent  aux  points  d'intersection  de  S  et  de 
la  ligne  commune  aux  deux  plans. 

Si  P  et  Q  sont  identiques,  l'équation  de  S"  devient  /■-|-XP2  =  0 
et  les  surfaces  S  et  S"  ont  même  plan  tangent  en  tous  les  points  de 
la  courbe  commune  qu'elles  possèdent  dans  le  plan  P  =  0;  les  deux 
surfaces  sont  circonscrites  le  long  de  cette  courbe. 

Les  réciproques  sont  les  suivantes  :  1°  si  deux  surfaces  du  second 
ordre  ont  les  mêmes  plans  tangents  en  deux  points  communs  H  et  K, 
ces  plans  tangents  ne  passant  pas  parla  droite  HK,  elles  ont  en  commun 
deux  courbes  planes  dont  les  plans  passent  par  HK.  On  peut  faire  la 
démonstration  en  prenant  le  point  H  comme  origine  et  la  droite  HK 
comme  axe  des  z  \  û  h  est  la  cote  du  point  K,  l'équation  d'une  des 
surfaces  est  de  la  forme 
S  =  s2     (Aa:2  _,_  2^xy  +  Cî/^)  +  z{ax  +  hy)  +  ex  -  h  dy  — 
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l'équation  d'une  autre  surface  S"  passant  par  les  mêmes  points  H  et  K 
est  de  la  même  forme;  en  écrivant  que  les  plans  tangents  aux  points  H 
et  K  sont  les  mêmes  pour  la  deuxième  surface  et  pour  la  première,  on 
trouve  que  l'équation  de  S"  est  de  la  forme 

S"  =     _^  (AiX^  -i-  2B,xy  -h  C^y^)  H-  z(ax  +  by)  -h  ex -i- dy  —  hz  =  0, 

les  seuls  coefficients  différant  dans  les  équations  étant  ceux  de  ic-,  xy 
et  y^.  Dès  lors,  on  a 

S"  —  S  =  (Al  —  A)x^  -f-  2(Bi  —  B)xy  +  (C,  —  C)y\ 

et  comme  le  second  membre  est  homogène,  il  est  décomposable  en  un 
produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré  PQ  ;  ces  facteurs,  égalés  à 
zéro,  représentent  des  plans  passant  par  Oz.  On  a  donc  S"  =  S  -h  XPQ, 
et  les  deux  surfaces  ont  en  commun  deux  courbes  planes  dont  les  plans 
passent  par  HK. 

2"  Si  deux  surfaces  ont  mêmes  plans  tangents  en  trois  points 
H,  K,  L  non  en  ligne  droite,  chacun  de  ces  plans  tangents  ne  passant 
pas  par  deux  sommets  du  triangle  HKL,  ces  surfaces  ont  en  commun 
une  courbe  plane  dans  le  plan  HKL  et  sont  circonscrites  tout  le  long 
de  cette  courbe  plane. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  on  aura  S"  =  S-h  XPQ,  ou  P  =  0 
et  Q  =  0  représentent  deux  plans  ;  mais  ces  plans  doivent  passer  à  la 
fois  par  HK,  KL  et  HL;  ils  sont  confondus  avec  le  plan  IIKL  et  on 
aura  S"  =  SH-Xp2-  j^g  deux  surfaces  sont  bien  circonscrites  le  long 
d'une  courbe  contenue  dans  le  plan  des  trois  points. 


186.  —  Une  quadriqae  est  circonscrite  à  une  sphère  le  long 
d^un  plan  P;  démontrer  que  toute  section  plane  de  cette  quadrique 
par  un  plan  tangent  à  la  sphère  est  une  conique  ayant  pour  foyer 
le  point  de  contact  du  plan  et  de  la  sphère,  et  pour  directrice  la  droite 
d' intersection  du  plan  sécant  et  du  plan  P  de  contact  de  la  sphère 
et  de  la  quadrique. 

Dans  le  cas  où  la  quadrique  est  un  cùne  de  révolution,  on  retrouve 
le  théorème  de  Dandelin  sur  les  sections  planes  de  ce  cône. 
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Prenons  pour  origine  le  point  de  contact  du  plan  tangent  à  la  sphère 
et  pour  axe  0-  le  rayon  correspondant;  l'équation  de  la  sphère  sera 

S  =       H-  î/2  _f-  ^2  _  =  0. 

Si  une  quadrique  lui  est  circonscrite  le  long  d'un  cercle  tracé  dans 
un  plan  P  d'équation  P  =  Aa?-t-  Bî/  -f-  Cz  -t-  D  =  0,  nous  pourrons 
écrire  l'équation  de  cette  quadrique  sous  la  forme 

S  "  =  S  —  XP2  =  x^-hy"--h-z^  —  2Rz  —  IÇKx  +  By  +  Cz  -h  D)^  =  0  ; 

sa  section  par  le  plan  tangent  à  la  sphère  z  =  0  est  représentée  par 
l'équation    x^-hy^  —  X(Ax  +      +  D)^  =  0  ;    en  l'écrivant 

x^H-y^  =  X(A^  -4-  B^)  ["A^-^V  +  P-i  \ 

on  voit  qu'elle  exprime  la  propriété  suivante  :  le  carré  de  la  distance 
d'un  4)oint  de  la  courbe  à  l'origine  est  dans  un  rapport  constant 
.).(A2-i-B2)  avec  le  carré  de  la  distance  du  même  point  à  la  droite 
d'équation  Aa: -f- B;y -f- D  =  0  ;  on  en  conclut  que  la  courbe  est  une 
conique  ayant  pour  foyer  l'origine  et  pour  directrice  la  droite  précédente, 
c'est-à-dire  l'intersection  du  plan  tangent  avec  le  plan  de  contact  de 
la  sphère  et  de  la  quadrique. 


187.  —  Démontrer  qu'un  hyperboloïde  à  une  nappe  est  coupé 
par  un  plan  langent  à  son  cône  asymptote  suivant  deux  droites 
parallèles  à  la  génératrice  de  contact  du  plan  avec  le  cône. 

Un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  son  cône  asymptote  sont  repré- 
sentés par  les  équations 

H(.,y,  .)  =  g-H.|!_^!_l=0. 

C(-,2/>^)  =  g  +  S-S  =  0. 

En  raisonnant  comme  au  n°  126,  on  voit  que  le  cône  est  le  lieu 
des  droites  représentées  par  les  éc|uations 
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le  plan  tangent  au  cône  en  un  point  (x,  z)  situé  sur  une  de  ces 
droites  a  pour  équation 

ou,  en  remplaçant  x  qï  y  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  z, 

X  .         Y  Z  . 

—  sm  9  ï-  cos  CD  =  0. 

a       ^      6       '  c 

En  joignant  à  cette  équation  celle  de  l'hyperboloïde  écrite  sous  la  forme 

Y2        \2  72 

H(X,Y.Z)  =  |+^-|-l=0, 

on  a  deux  équations  représentant  la  section  de  l'hyperboloïde  par  le 
plan  tangent  au  cône  ;  si  l'on  tire  Y  de  l'une  des  équations  pour  le  porter 
dans  l'autre,  on  obtient  comme  résultat  la  relation 

/X        Z    .      \2  on 

(—  ^sincpj  — cos^<p  =  0 

décomposable  en  deux  équations  du  premier  degré  ;  à  chacun  des  deux 
facteurs  correspond  une  droite  faisant  partie  de  l'intersection  ;  celle-ci 
se  compose  de  deux  droites  représentées  par  les  équations 

X      Z  /  X  Z 

—  =  —  sin  cû -4- cos  q>,  l —  =  —  sin  o  —  cos  cp, 
a      c      ^  y  a      c       ^  ^ 

Z  ,    .  Y  Z 

—  =  cosœH-sincp;         I -r==  coscp  —  smcp: 

b  c       ^  *  ^  6  c       ^  ^ 

ces  droites  sont  bien  deux  génératrices  de  l'hyperboloïde,  parallèles 
à  lu  génératrice  considérée  du  cône  asymptote. 


188.  —  Trouver  les  propriétés  des  diamètres  et  des  plans  diamé- 
traux d'un  paraholoïde. 

En  appliquant  les  équations  (5)  et  (6)  du  n°  307  au  cas  où  la 
quadrique  est  un  paraholoïde  représenté  par  l'équation 
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nous  aurons  pour  équation  du  plan  diamétral  de  la  direction  (/_,  m,  n): 


_./+^  +  M  =  0. 
P  1 

Ce  plan  est  en  général  parallèle  à  l'axe  .d^  paraboloïde;  il  n'y  a  d'ex- 
ception que  si  m  et  n  sont  nuls,  la  direction  est  alors  elle-même  paral- 
lèle à  Taxe  de  la  surface  ;  l'équation  du  plan  diamétral  se  réduit  alors  à 
—  /  — 0;  elle  n'est  satisfaite  par  aucun  système  de  valeurs  de  Xy  y,  z, 
et  il  n'y  a  plus  de  plan  diamétral. 

Les  équations  du  diamètre  du  plan  de  paramètres  L,  M,  N  sont 

J_  ji  

ce  diamètre  est  en  général  parallèle  à  Taxe  ;  le  seul  cas  d'exception  est 
celui  où  L  est  nul,  le  plan  donné  est  alors  lui-même  parallèle  à  Taxe  de 
la  surface;  les  équations  donnent  pour  y  et  z  des  valeurs  infinies,  il 
n'y  a  plus  de  diamètre. 


189.  —  On  considère  trois  diamètres  conjugués  quelconques  d'an 
ellipsoïde  et  le  parallélépipède  construit  sur  ces  trois  diamètres ^ 
démontrer  :  1°  que  la  somme  des  carrés  des  arêtes  de  ce  parallélépipède 
est  constante;  2°  que  la  somme  des  carrés  des  surfaces  de  ses  faces 
est  constante  ;  3°  que  son  volume  est  constant.  On  démontrera  d'abord 
cette  proposition  en  supposant  qu'un  diamètre  reste  fixe  et  que  les  deux 
autres  varient  dans  le  plan  diamétral  conjugué;  on  passera  de  là  au 
cas  général  en  comparant  deux  systèmes  quelconques  de  trois  diamè- 
tres à  d'autres  systèmes  ayant  entre  eux  ou  avec  ceux-là  un  diamètre 
commun. 

Considérons,  comme  au  n°  308,  un  système  de  trois  diamètres 
conjugués  d'un  ellipsoïde  MOMi,  M'OMi,  M"OMÎ  (fig.  76)  dont  les 
longueurs  sont  2a',  2b',  2c',  et  imaginons  un  deuxième  système  de 
trois  diamètres,  de  longueurs  2a',  2b" ,  2c"  ayant  en  commun  avec  le 
premier  le  diamètre  MOMi  =  2a' .  Les  diamètres  26',  2c',  26",  20" 
sont  alors  contenus  dans  un  même  plan,  le  plan  diamétral  conjugué  de 
MOMi  et  ils  forment  dans  ce  plan  deux  systèmes  de  diamètres  conju- 
gués de  l'ellipse,  intersection  de  la  surface  par  ce  même  plan.  D'après 
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les  théorèmes  d'Apollonius  (n°  282),  on  a       +  4c'2  =       -k4c''2,  et 

la  surface  du  parallélogramme  con- 
struit sur  26'  et  2c'  est  égale  à  la 
surface  du  parallélogramme  ana- 
logue construit  sur  26"  et  2c"  ;  on 
en  conclut  que  la  somme  des  carrés 
des  diamètres  et  le  volume  du  pa- 
rallélépipède construit  sur  ces  dia- 
mètres est  le  même  pour  les  deux 
systèmes  considérés. 
Je  vais  démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  faces  du  parallé- 
lépipède est  aussi  la  même  pour  les  deux  systèmes  ou  bien  que  la  somme 
des  carrés  des  surfaces  des  parallélogrammes  construits  sur  OiM  et 
OM',  sur  OM  et  OM",  sur  OM'  et  OM"  garde  la  même  valeur  quand 
on  passe  d'un  système  à  Fautre.  Or  Taire  du  parallélogramme  construit 
sur  ÛM'  et  OM"  est  constante  ;  si  Ton  abaisse  du  point  M  une 
perpendiculaire  Mm  sur  le  plan  diamétral  conjugué  et  ensuite  les 
perpendiculaires  MH'  et  MH"  sur  OM'  et  OM",  il  suffit  de  démon- 
trer que  la  somme 

' .  mF '  +  OM"'  •  MH'''  =  (ÔM''  -f-  ÔM"')  M^' 

-h  (ÔM'' .  mR'"'  +  ÔM"' .  m^'') 

a  la  même  valeur  quand  on  passe  d'un  système  à  l'autre;  mais 
OM'^-hOM"'  a  une  valeur  constante;  il  suffit  donc  de  démontrer  que 
la  somme  des  carrés  des  aires  des  parallélogrammes  construits  sur  OM' 
et  Om,  sur  OM"  et  Om  est  aussi  constante. 

Imaginons  pour  cela  l'ellipse,  intersection  de  la  surface  par  le  plan 
M'OM",  rapportée  à  ses  axes  dont  nous  désignerons  les  longueurs  par 

2ai  et  26i;  désignons  par  cp  et  9-+--^»    comme  au  n"  282,  les 

paramètres  directeurs  de  M'  et  M"  et  par  {x,  y)  les  coordonnées 
de  m;  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  OM'  et  Om  est  égale  à 
|x6isin(p  —  coscpl  et  celle  du  parallélogramme  construit  sur  OM" 
et  Om  est  égale  à  la  valeur  absolue  de 

xb^  sin  (  cp  -h  ^  )  —  î/a,  cos  /  cp  -h  ~  j  ^  ir6,  cos  cp  +  ycr,  sin  cp  ; 


Fig.  76. 
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la  somme  des  carrés  de  ces  aires  est  égale  à  blx^-ha^y^  et  elle  est  la 
même  pour  tous  les  systèmes  de  diamètres  conjugués  de  l'ellipse;  la 
proposition  se  trouve  ainsi  démontrée. 

Les  trois  propriétés  que  nous  venons  d'établir  relativement  à  deux 
systèmes  de  diamètres  conjugués  ayant  un  diamètre  commun  se  généra- 
lisent à  deux  systèmes  quelconques  :  Soient  MOMi,  M'OMi,  M^'OM'i  un 
premier  système;  NONi,  N'ON'i,  N"ONi  un  deuxième  système;  les 
plans  M'OM"  et  N'ON''  ont  en  commun  un  diamètre  POPi  ;  on  peut 
alors  imaginer  un  troisième  système  constitué  par  MOMi,  POPi  et 
un  autre  diamètre  convenablement  choisi  dans  le  plan  M'OM",  et  de 
même  un  quatrième  système  constitué  par  NONi,  POPi  et  un  autre 
diamètre  convenablement  choisi  dans  le  plan  N'ON".  On  peut  alors 
passer  du  premier  système  au  deuxième  par  l'intermédiaire  du  troisième 
et  du  quatrième,  chaque  système  et  celui  qui  le  suit  ont  en  commun 
un  diamètre  et  possèdent  les  propriétés  énoncées  ;  on  en  conclut  que  ces 
propriétés  sont  vraies  pour  deux  systèmes  quelconques  de  diamètres 
conjugués. 

Elles  constituent  les  théorèmes  d'Apollonius  relatifs  aux  diamètres 
conjugués  de  l'ellipsoïde  et  s'expriment  ainsi: 

Si  Von  forme  un  parallélépipède  avec  trois  diamètres  conjugués  : 
1°  la  somme  des  carrés  des  arêtes;  2°  la  somme  des  carrés  des  faces; 
3"  le  volume  du  parallélépipède  sont  constants. 

Si  l'on  appelle  a,  b,  c  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde;  a',  h' ,  c'  les 
longueurs  de  trois  demi-diamètres  conjugués,  Oi,  0,,  63  les  angles  de 
ces  demi-diamètres  deux  à  deux  et  si  l'on  désigne  par  ce  que  nous 
appellerons  dans  l'exercice  suivant  le  sinus  du  trièdre  qu'ils  forment, 
nous  aurons  les  équations 

a'i  -f-  6'2  -f-  c'-'  =  a'--t-b^-h  c\ 
b'^c'-^  sin2  61  -f-  c'2a'2  ^^^2    _^  ^/2^/2  5)^2    ^  ^2^2  ^  ^2^2  ^2^2^ 
a'b'c'  ^o)  —  abc. 


190.  —  Déterminer  les  angles  d'un  triangle  sphérigue  connais- 
sant les  trois  côtés,  et  rendre  calculables  par  logarithmes  les  formules 
A      .    A  A 

donnant  cos— >   sin  — >    tg— •    Déduire  de  là  l'expression  du  volume 


202  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES 

d'un  parallélépipède  quelconque  connaissant  les  longueurs  des  arèles 
et  les  angles  des  faces  de  ce  parallélépipède. 

Si  a,  h,  c  sont  les  côtés  donnés  et  A,  B,  C  les  angles  opposés 
inconnus  d'un  triangle  sphérique,  la  formule  du  n°  311 

cos  a  =  cos  b  ces  c  -f-  sin  6  sin  c  cos  A, 

et  les  formules  analogues  déterminent  séparément  cos  A,  cos  B  et 
cos  G. 

En  calculant  cos  A  et  formant  les  deux  expressions 

.  .        .      o      0  A     cos  a  —  cos  (6  -I-  c) 

d  H-  cos  A  =  2  cos2  —  =  : — - — — ■ — ^, 

2  sin  b  sin  c 

.  .      ^  .  ç>  A     cos  (6  —  c)  —  cos  a 

i — cos  A  =  2  sin^— -  =  — z-^.  » 

2  sin  0  sin  c 

on  peut  rendre  les  derniers  termes  calculables  par  logarithmes  ;  en  posant 
a  -hb-i-c  =  2p,  on  trouve  ainsi 


A 

cos  y 


/sin/)  sinÇp  — g)^  gin  ^  _  i 

Y       sin  6  sin  c  2      y  sin  b  sin  c 


,  .A        /sin(p  —  b^  sin(p  —  c) 

d'où       tg— =  i/ —  .  .      s  ^ 

2      y      sm/)Sin(/)  —  a) 


j   /■ 

«-a)V 


sin  (p  —  d)  sin  (p —  b)  sin  {p  —  c) 


sin  (jo  —  a)  y  sin  p 

Si  r  est  la  mesure  en  radian  du  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le 
triangle,  ce  rayon  est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont 

l'autre  côté  est  égal  à  p  —  a   et  l'angle  opposé  est  —  ;  d'après  la 

formule  tg  6  =  sin  c  tg  B,  on  voit  que  le  radical  de  la  formule  donnant 

tg  Y  est  égal  à  tgr. 

A  A 

Si  nous  formons  le  produit  sin  A  =  2  cos  —  sin     ,  nous  trouvonî 

sin  A  =  -: — r^-^  [2  1/ sin  p  sin  (p  —  a)  sin  (p  —  li)  sin  (p  —  c)]  1 

sin  6  sin  c  ' 

l'expression  entre  crochets,  qui  est  la  valeur  commune  des  produits  tels 
que  sin  b  sin  c   sin  A,   s'appelle  le  sinus  du  trièdre  et  est  désignée 
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par  ;  on  peut  vérifier  qu'elle  est  égale  à  la  racine  carrée  du  déter- 
minant 

1  cos  c  cos  b 
cos  c  1  cos  a 
cos  b    cos  a  1 

en  employant  un  mode  de  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  fourni 
la  valeur  du  déterminant  de  Texercice  4.  Ce  sinus  est  nul  si  les  trois 

faces  sont  dans  un  même  plan,  car 
l'une  des  quantités  p,  p  —  a, 
p  —  bj  p  —  c  est  égale  à  0  ou 
à  un  multiple  de  ir. 

Pour  calculer  le  volume  d'un 
parallélépipède  construit  sur  trois 
arêtes  OAi  =  ai,  0Bi  =  6i, 
OCi  =  Cl  formant  un  trièdre  (fîg. 
77),  nous  abaisserons  du  point  Ci 
une  perpendiculaire  CiH  sur  le  plan  de  la  face  opposée  et  une  perpen- 
diculaire CiK  sur  OAi.  Si  nous  désignons  par  a,  b,  c  les  angles,  et 
par  A,  B,  C  les  dièdres  du  trièdre  OAiBiCi,  ces  six  quantités  sont 
identiques  aux  six  éléments  d'un  triangle  spliérique  ;  le  volume  du  pa- 
rallélépipède est  égal  à 

V  =  surface  (OAi,  OBj)  X  CiH  =  «161  sin  c  x  CiH  ; 

comme   CiH  =  CiK  sin  A  =  OCi  sin  b  sin  A,  nous  aurons 

V  =  UibiCi  sin  b  sin  c  sin  A  =  aibiCi  \J w , 

en  désignant  par  v^w  le  sinus  du  trièdre,  que  nous  avons  calculé 
précédemment. 


Fig.  77. 


191.  —  Vn  plan  variable  est  défini  par  l'équalion 

X  sin  Ô  — .  Y  cos  6  -}-  mZ  —  R6  =  0, 

où  ô  est  un  paramètre  variable  j  déterminer  la  surface  développable 
enveloppe  de  ce  plan  et  l'arête  de  rebroussement  de  cette  surface; 
montrer  qu'elle  est  engendrée  par  les  tangentes  à  une  hélice;  celte 
surface  s'appelle  hélicoïde  déveloopable. 
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D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  315,  l'enveloppe  du  plan  est 
une  surface  développable  dont  les  génératrices  sont  définies  par  l'équa- 
tion donnée  et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  6, 

sin  0  —  y  cos  6  -h  mz  —  R6  =  0,       x  cos  6-+-?/  sin  6  —  R=0. 

Ces  génératrices  sont  tangentes  à  l'arête  de  rebrou ssement,  et  les 
coordonnées  du  point  de  contact  satisfont  aux  équations  précédentes 
et  à  Ja  dérivée  de  la  dernière  :  —  ic  sin  6  -f-  ?/  cos  6  =  0. 

Ces  trois  équations  résolues  par  rapport  à  x,  y,  z  donnent  les 
coordonnées  des  points  de  l'arête  de  rebroussement;  leurs  valeurs  sont 

R 

a?  =  R  cos  6,        V  =  R  sin  6,        z  =  —  9; 

ces  expressions  définissent  une  hélice  (n°  295);  il  en  résulte  que  l'en- 
veloppe est  la  surface  hélicoïde  développable  engendrée  par  les  tan- 
gentes à  cette  hélice. 

La  trace  de  cette  surface  sur  le  plan  xOy  est  définie  par  les  deux 
premières  équations  où  l'on  fait  z  =  0  ;  on  en  tire  les  valeurs  de  x  et  y 

x  =  ^  cos  6  -h  R6  sin  0,        y  =  ^  sin  6  —  R6  cos  6  ; 

ces  formules  définissent  les  coordonnées  des  points  de  la  développante 
du  cercle  de  base  (exercice  176)  ;  le  lieu  des  traces  des  tangentes  à  une 
hélice  est  donc  une  développante  de  la  base  du  cylindre  sur  lequel  est 
tracée  cette  hélice. 

L'élimination  de  6  entre  les  équations  des  génératrices  conduirait 
à  l'équation  de  la  surface  hélicoïde,  mais  le  résultat  est  une  équation 
transcendante  que  nous  ne  formerons  pas. 


192.  —  Trouver  l'enveloppe  d'un  plan  qui  détermine  avec  les 
plans  de  coordonnées  un  tétraèdre  de  volume  constant. 

Soient  a,  h,  c  les  segments  déterminés  sur  les  axes  de  coordon- 
nées par  le  plan  variable  déterminant  un  tétraèdre  OABC  de  volume 

V  =  ;  l'équation  du  plan  et  la  condition  imposée  aux  paramètres 
sont 

f{x,  y,  z,  a,  h,  c)  =  ~  -f-         ^  —  1  =  0,    ^{a,  b,  c)  =  abc  —  6V  =  0. 
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On  pourrait  remplacer  dans  la  première  c  par  sa  valeur  tirée  de  la 
seconde  et  il  resterait  deux  paramètres  indépendants  dans  l'équation 
du  plan  variable,  mais  il  est  possible  de  diriger  les  calculs  d'une 
manière  plus  symétrique.  En  supposant  c  fonction  implicite  de  a  et  h 
tirée  de  o(a,  h,  c)  =  0,  nous  devons  annuler  les  dérivées  de  /"  par  rap- 
port à  a  et  6  et  écrire 

mais  la  relation  o(a,  h,  c)  =  0  donne 

L'élimination  de  — -  et  —  entre  ces  relations  donne  les  deux 
équations 


ù  —  fi  —  tl' 


1 1 


cpc 

en  les  joignant  aux  relations  f(x,  y,  z,  a,  h,  c)  =  0  et  cp(a^  by  c)  =  0, 
on  a  quatre  équations  entre  lesquelles  on  éliminera  a,  b,  c\  on  voit 
l'analogie  de  ce  calcul  avec  celui  des  n^'  291  et  312. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  aux  équations  primitives,  nous  devons 
ajouter  les  équations  , 


z 


-r  =   J  OU  , 

bc        ca        ab  abc 

I 

d'après  f=0,  la  valeur  commune  de  ces  rapports  doit  être  égale  à  —  »  de 

sorte  que  l'on  a  a  =  ^x^  b  =  Zy,  c  —  '.^z  et  en  portant  ces  valeurs  dans 
la  relation  cp  =  0,   on  obtient  l'équation  de  l'enveloppe 

2V 

21xyz  —  6V  =  0       ou       xyz  =  ; 

y 

elle  représente  une  surface  du  troisième  ordre  coupée  par  les  plans 
parallèles  au  plan  xOy  suivant  des  hyperboles  équilatères  ;  les  plans 
de  coordonnées  sont  des  plans  asymptotes. 
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193.  —  Déterminer  te  plan  osculateur  et  le  rayon  de  courbure 
en  un  point  d'une  hélice,'  quel  est  le  lieu  des  centres  de  courBure  ? 

En  appliquant  à  Thélice  (n°  95)  les  formules  des  n^^  316  à  320,  nous 
aurons 

=  R  cos  t,  y  =  R  sin  z  =  /cR/, 

0;'  =  — R  sin/,         y'  =  Kco^t,  .    z' =^  kh., 

x"  =  —  Rcosl,         y"  =  —  R%mt,  z"  =  0, 

A  =  kR^  sin  t,  B  =  —  kR^  cos  t,        G  =  ; 

l'équation  du  plan  osculateur  est,  tous  calculs  faits, 

X  sin  ^— Y  cos  ^  +  -^(Z  —  A-RQ  =  0. 
fi 

En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  de  l'exercice  191,  on  voit  que 
l'enveloppe  du  plan  osculateur  à  une  hélice  est  identique  à  la  surface 
développable  formée  par  les  tangentes  à  cette  courbe. 

Le  plan  normal  à  l'héhce  a  pour  équation  (n"  296) 

—  X  sin  ^-{-Y  cos  t -+- k(Z  ^  kRt)  =  0  ; 

il  coupe  le  plan  osculateur  suivant  la  droite  d'équations  Z  =  kRtf 
Y  =  X  tg  t,  qui  est  la  normale  principale  à  la  courbe  ;  elle  est  parallèle 
au  plan  xOy  et  rencontre  l'axe  0;:. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 

X  =  —  km  cos  t,       Y     —  km  sin  Z  =  kRt  ; 

on  voit  que  ce  centre  décrit  une  hélice  sur  un  cyHndre  de  rayon  k^R: 
le  rayon  de  courbure  est  égal  à   R(l  +  A:")  et  il  est  constant.  Le 

1  H-  k^ 

rayon  de  torsion  est,  d'après  le  n°  320,  T  =  —  — - —  R  ;  il  est  aussi 

K 

constant. 


1Î>^.  —  On  considère  la  cubique  gauche  représentée  par  les 
équations 

x  =  t,       y  =  t\  z:=f'; 

construire  les  projections  de  cette  courbe  sur  les  trois  plans  de  coor- 
donnéestrouver  les  équations  de  la  tanqenfe  et  du  plan  osculateur 
en  un  point  ;  montrer  que  par  un  point  de  l'espace  passent  trois  plans 


APl'LlCATlONS  GÉOMÉTUIQUES  207 

oscillateurs  ;  on  dit  alors  que  la  courbe  est  de  troisième  classe;  déter- 
miner la  surface  développable  enveloppe  du  plan  osculateur. 

Les  projections  de  la  courbe  sur  les  plans  de  coordonnées  sont 
représentées  par  les  équations 

la  construction  des  lignes  représentées  par  ces  équations  n'olï're  aucune 
difficulté;  le  calcul  des  dérivées  des  coordonnées  fournit  les  valeurs 

x'  =  i,        y' =  21,  z'  =  ^i\ 

x'  =  0,  y"  =  2,  z"  =  %l, 

A  =  6^2,         B  =  — G/,         C  =  2; 

les  équations  de  la  tangente  en  un  point  sont 

^Y  —  l^  ^Z  —  t^ 
\     ~    2t    ^  ' 

et  l'équation  du  plan  osculateur  est 

3<2X  — 3a'  +  Z  — F=0. 

Si  Ton  veut  que  ce  plan  passe  par  un  point  (a^o,  i/o,  -o)^  il  ^'^iit 
choisir  t  de  façon  que  l'équation 

f{t)  =  ^l'-x,  ~  dly,  -^z,-P  =  0 

soit  satisfaite  ;  cette  équation  a  trois  racines,  on  peut  donc  mener  à  la 
courbe  trois  plans  osculateurs  passant  par  un  point  donné. 
Si  l'on  cherche  l'intersection  du  plan  d'équation 

dyxfi  —  ^xyo  +  J^o  —  -  =  0 

avec  la  courbe,  on  trouve  précisément  la  même  équation  fÇt)  —-0  ;  on 
en  conclut  que  les  trois  points  de  contact  des  plans  osculateurs  sont 
dans  le  plan  précédent,  et  si  l'on  remarque  que  l'équation  de  ce  plan 
est  satisfaite  pour  x  =  Xq,  y  =  ^o,  -  =  ^o,  on  voit  que  les  trois  points 
de  contact  et  le  point  donné  sont  dans  un  même  plan. 

Pour  obtenir  l'enveloppe  du  plan  osculateur,  il  faut  éliminer  t 
entre  l'équation  de  ce  plan  et  sa  dérivée  6^X  —  3Y  —  3/-  =  0. 

Si  l'on  remarque  que  l'on  a  identiquement 

^  3/Y  -i-  Z  —  ^3  _  (6^x  —  3 Y  —  3/-')  4     {j'^  —  2^'  +  Z), 
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on  Toit  qu'il  suffit  d  éliminer  t  entre  les  deux  équations  du  second 
degré 

/2__2/X  +  Y  =  0,        e-\  —  2tY-i-Z  =  0; 

en  appliquant  la  formule  (U)  du  n«  223,  on  obtient  comme  résultat 

(XY  —  Z)2  —  4  (X^  —  Y)  (Y^  —  XZ)  =  0  ; 

cette  équation  représente  une  surface  du  quatrième  ordre,  qui  est  en 
même  temps  le  lieu  des  tangentes  à  la  cubique. 


195.  —  Déterminer  les  rayons  de  courbure  principaux  en  un 
point  d'une  surface  de  révolution^'  application  à  V ellipsoïde  de  révo- 
lution, au  paraboloïde  de  révolMion,  à  la  surface  engendrée  par  une 
chaînette  tournant  autour  de  sa  base. 

Par  raison  de  symétrie,  l'un  des  axes  de  l'indicatrice  en  un  point 
d'une  surface  de  révolution  est  la  tangente  à  la  méridienne  passant 
par  ce  point,  l'autre  axe  est  la  tangente  au  parallèle.  Le  premier  axe 
est  la  tangente  à  une  section  principale  identique  à  la  méridienne,  et 
le  rayon  de  courbure  est  par  conséquent  celui  de  la  courbe  méridienne 
au  point  considéré  ;  le  second  axe  est  la  tangente  à  une  deuxième 
section  principale.  La  projection  du  centre  de  courbure  de  cette  section 
sur  le  plan  du  parallèle  passant  par  le  point  donné  doit  se  confondre, 
d'après  le  théorème  de  Meusnier,  avec  le  centre  de  ce  parallèle  (n°  321); 
par  suite  le  centre  de  courbure  de  la  section  principale  doit  se  trouver 
sur  Taxe  de  révolution  de  la  surface.  On  conclut  de  là  que  les  rayons 
de  courbure  principaux  en  un  point  d'une  surface  de  révolution  sont 
égaux  l'un  au  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  et  l'autre  au  segment 
de  la  normale  à  la  méridienne  compté  entre  le  pied  de  cette  normale 
et  l'axe  de  révolution. 

On  arriverait  au  même  résultat  par  le  calcul  ;  prenons  comme  a\e 
des  z  l'axe  de  la  surface  de  révolution,  et  représentons  cette  surface 
par  une  équation  de  la  forme  z  =  V        H-  î/^)  (n°  107)  ;  nous  avons 

¥'x  F'y 
yx'^-^-y^  \/x--\-if^ 
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r=—  -H  -^^  -,        s  =  — —  --^ — -, 

^^  +  r   Qo^+y^)i    ■     -'  +  y-  (x^+y^yr 

et  la  formule  (15)  du  n°  321  donne  pour  le  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale 


P  = 


^„  {xx'  -h  yy'Y  ^  p ,  {yx'  —  xy'f 


En  considérant  p  comme  une  fraction  du  second  degré  par  rapport 

y' 

à  la  variable  et  cherchant  ses  maxima  et  minima,  on  trouve 

x' 

qu'ils  ont  lieu  :  l°pour       =        ce  qui  correspond  à  la  tangente  à  la 

méridienne  ;  2"  pour  xx'  -f-  yy'  —  0,  ce  qui  correspond  à  la  tangente 
au  parallèle  ;  les  rayons  de  courbure  correspondants  sont 


le  premier  est  bien  le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  et  le 
deuxième  la  longueur  de  la  normale  entre  le  pied  de  cette  droite  et  l'axe. 
Dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  Ojs  représenté 


par  — -H— — 1=0,  on  a 


 a^c^  P2-=-^[2-(a2  — c2)H-c^]  -i  . 

Dans  le  cas  d'un  paraboloïde  représenté  par  z  —  — ^— ^  >   on  a 

2/} 

Dans  le  cas  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une  chai- 
nette  tournant  autour  de  sa  base  et  représentée  par  l'équation 

VoGT.  —  Solut.  44 
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on  peut  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  e~j  en  déduire  z  en 
fonction  de  s/x^-^y^  et  appli£juer  les  formules  précédentes;  on 
constate  que  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  égaux  en  valeur 
absolue,  mais  de  signes  contraires,  et  leur  valeur  absolue  est  égale  à 

 cela  résulte  de  la  propriété  démontrée  dans  l'exercice  174. 


196.  —  Démontrer  que  Von  peut  déterminer  un  tore  tangent  à 
une  surface  donnée  en  un  point  donné,  de  façon  que  les  sections  de  ce 
tore  et  de  la  surface  par  un  plan  quelconque  passant  par  le  point  de 
contact  aient  même  rayon  de  courbure  en  ce  point. 

Considérons  un  tore  engendré  par  un  cercle  de  rayon  r  tournant 
autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  ne  le  coupant  pas  ;  les  extrémités 
du  diamètre  du  cercle  générateur  perpendiculaire  à  l'axe  décrivent,  dans 
le  plan  de  Féquateur,  deux  cercles  de  rayons  Ri  et  R2<CRi.  En  tous 
les  points  du  premier,  les  sections  principales  de  la  surface  sont  deux 
cercles  situés  d'un  même  côté  du  plan  tangent  et  de  rayons  Ri  et  r; 
en  tous  les  points  du  second  les  sections  principales  sont  deux  cercles 
situés  cette  fois  de  part  et  d'autre  du  plan  tangent,  et  de  rayons  Ro  et  r. 

Cela  posé,  supposons  qu'en  un  point  d'une  surface  donnée  les  cour- 
bures soient  de  même  sens,  et  que  les  rayons  de  courbure  principaux 
soient  Ri  et  r;  on  pourra  construire  un  tore  ayant  les  mêmes  rayons 
principaux  au  point  considéré;  les  indicatrices  seront  les  mêmes  et 
par  suite  les  sections  de  la  surface  donnée  et  du  torè  par  un  plan 
passant  par  le  point  auront  le  même  rayon 'de  courbure.  On  pourra 
opérer  de  même  si  les  courbures  sont  de  sens  opposé,  les  ra}ons  de 
courbure  principaux  étant  égaux  en  valeur  absolue  à  R2   et  r. 

Dans  le  cas  où  le  point  considéré  sur  la  surface  donnée  est  un 
point  parabolique,  on  peut  trouver  un  cylindre  de  révolution  ayant 
niêmes  rayons  de  courbure  principaux  que  la  surface  en  ce  point;  ce 
cylindre  remplacera  le  tore  précédent. 

Le  tore  n'est  pas  la  surface  la  plus  simple  jouissant  de  la  propriété 
considérée;  un  paraboloïde  elliptique  ou  liyporboli(jue  ayant  pour 
sommet  le  point  donné,  pour  axe  la  normale  à  la  surface  et  pour  para- 
mètres p  —  r  et  y  =  Ri  ou  —  R2  pourra  être  utilisé  de  la  même  manière. 
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197.  —  Déterminer  les  intégrales  indéfinies  des  /onctions  sui- 
vantes: 


/y*  /yi2  /Y»3 

j  *Ây  %Xj  *Aj 

T  y- y 


{x-aj 
\ 


(x  —  a)  {x  —  b) 

x-  -h  Cd:  +  T) 
_     _l_  5  ' 

1 

X'^  (x  —  1)- 


X 


x'"  1 

X 


2-^\/\  ^x 

X 

v/  a  -  —  x  '^ , 


\/x'-^k. 


^x'  —  2x'^ 
sin''  X, 


cos3a: 
1 

1  -h  COS^X 

1 


/cosa;(l  — cosx) 


Nous  appellerons  y  la  fonction  et  Y  l'intégrale  ;  elle  est  obtenue 
sans  la  constante  arbitraire. 


X      x-  X- 


10  + 

1 


X"  X-" 


x* 


1.22.3  3.4 
1 


(x  —  a)2  '  x  —  a 

En  décomposant  les  fractions  rationnelles  en  fractions  simples^ 


on  a 


3'^  y 


{x  —  a)(x  —  b)     a  —  b  x  —  a     b  —  a  x  —  6  ' 


a  —  b 


[log  (x-  —  a)  —  log  (x-  ~  b)] 


1     ,     X  —  a 
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40     y  =  —  =  1  -|-  =  1  1  

x"^  —  6a; H- 5  (x — \)(x  —  5)     .-      x — l     x  —  5 

Y        —  3  log  (a;  —  1  )  +  1 5  log  (a;  —  5) . 

1  ABC.       D       ,  E 


x^(x — ly       x^       x'^       X       (x —  1)'^      X —  1 

En  chassant  les  dénominateurs  et  identifiant,  on  a  A  =  l,  B  =  2 
G  =  3,  D=l,  E  =  — 3,  et  l'intégrale  est 

Y  =  -^-|--+-31oga;-^-l^-31og(a;-l) 

2x^      X      x—\  ^^x—\ 

y     x'  —  i     Çx  —  i)(x-h\)(x''-h\) 

^    A      ^     B      ^  Ca?  +  D 
X  —  1      x-h  \       x  ^  -\-  i 

3  1 

En  chassant  les  dénominateurs  et  identifiant,  on  a  A  =  —  5  B     — ,  ? 

I  4  4 

C  =  —  —  >    D  =  —  1,  de  sorte  que  rintégrale  est 

3  1  1 

Y  =  ^  log  (£c  —  1)  —  y  log  (a;  -I-  1)  —  —  log  (x-  H-  1)  —  arc  tg  x 

444 


1  ,       (x  —  \y 

=  T  7 —  ...  / — TT  —  arc  tg  X 
4       (x-hi)(x^-h\)  ^ 


70  ^_  ♦     En  posant  y\-\-x  =  t    /"n"  340),  on 

^      2  +  v/l+a: 

^  =    —  1,  dx=^  2ldl  et  l'on  est  ramené  à  intégrer  la  fonction 

1)2/^  _12_ 
2-\-t  1^2 

dont  l'intégrale  est 

-|-6v/î"h^  —  121og(2  -\  -\/Y--\-x) 
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X  '       1  '^hoc 

8°  y  =  Enposanty  — —     "  on  voitapparaîlre 

au  numérateur  la  dérivée  de  a  -h  hx'^  et  l'intégrale  est 

0 


9°  î/  ==  sja^—  x'^ .  On  peut  appliquer  les  transformations  indiquées 
au  n°  341  (2"  cas)  et  poser  a-\-x  —  {a  —  x)(^,  mais  il  est  plus  avan- 
tageux de  faire  la  transformation  a;  =  a  sin  ce  qui  donne  dx  =  a  cos  tdt 
et  Ton  est  ramené  à  intégrer  la  fonction 


«2  cos2/  =  ^(l-+-cos20, 


dont  Tintégrale  est 


a-t  ^     sin  2t  a-t  _^     sin  t  cos  t 


X  X 

il  suffît  alors  de  remplacer  t  par  arc  sin — >    puis  sin  /  par  —  et 

a  a 


cos  t  par  y/ 1  — ^  pour  obtenir  l'intégrale 


Y  =  ^x^a^'  —  x2  H- ^ arc  sin  — . 
2  2  a 


iO"  y  —  yx^-^  A.  En  opérant  comme  au  n°  341  (l^"" cas),  on  posera 


d'où  — x)2  =  a:2  +  A,   x=:^-=^.     dx  =  ^~^dt, 

et\/a;2  + A  =  i  —  ^_ —  — ,       est  ainsi  ramené  à  intégrer  la  fonction 

(t^-hAf  __  t      A  A2 
~"4  2^~^4/^' 

dont  l'intégrale  est 

V  =  I -     +  I  log  «  =  I  ^ /^M^  + 1  log  (a:  + /^q^). 

11°  ly  =  ^         Il  serait  possible  d'effectuer  Tintégralion  en 
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posant  (l+.r)  =  (i — x)l^;  mais  il  est  préférable  de  se  servir  de 
formules  de  récurrence  analogues  à  celles  qui  ont  été  utilisées  à  la  (in 
du  n"  838.  Une  première  formule  est  déduite  de  l'identité 

—  kcV  1  — =  mx'^-Wi  — X-   =  ^         ^  : 

^i  —  x^  Vl— 

elle  donne 


(m-h\)  l  dx  =  m  /  dx  —  x'^i/  l 

J  \/\  —  x^  J  \/\—x' 


x^ 


elle  permet  de  diminuer  l'exposant  de  x  au  numérateur  dans  les  inté- 

/x^dx 
;  on  parvient  ainsi  au  cas  de  p  =  0,  ce 
V 1  —   

qui  donne  arcsina;,  ou  bien  au  cas  de  /)  =  !,  ce  qui  donne  —      — x^. 
Une  deuxième  formule  de  récurrence  se  déduit  de  l'identité 

(/  /     x""     \       mx""-^  x"^'^^ 


dx\^{^xy    s/i  —  x''  \/({—xy 

qui  donne 

xm  +  \clx    _       x"^    r  X'^-^dx  . 

J    _  xy  ~~  \/r^"^  j  \/'î^^'' 

appliquée  au  cas  actnellorsque  m  =  l  et  =  3,  cette  formule  donne 

Y          'èx  2x^        3  /*  -h  6  . 

la  première  formule  donne  d'autre  part 
x-dx         r  dx 


/•    x-dx  r     dx  / 

/  =  /  —  x{^ 


1  —  X'  ; 


on  obtient  par  suite  comme  résultat 

Y-:-JS=  -â^  —  ^x\/\^~^' =----£==. 

^/i  _         v/l  —  _  ^2  ^ 

12°  -jy  =  siii'^  x".  En  introduisant,  comme  au  n°  243,  les  multiple: 
de  X,  on  a 

(1— cos2.xr-      1       1  00 

}/  =  ^-  ;  =  -          cos  2x-h-  cos-  2x 

^  4  4      2  4 

3      1      „  1 


=  -y          cos  2.r  -I  cos 
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ce  qui  donne  l'intégrale 

3        1  1 

Y  =  —  x  —  —  sin  2a;  H-  —  sin  â^x  • 
8        4  32 

^   sin  2x          2  sin  x  cos  x  2  sin  x 

^     cos  3a;     4  cos-^  x  —  3  cos  x     4  cos-    —  3 

On  est  amené  à  introduire  comme  variable  co?,x  =  l  dont  la  dérivée 
est  —  sin  x,  on  obtient  ainsi 


Y—  r —-^^  —  r      /_JL_  i  

~j  2^3  /  ^Vj 


=    1         2^  ^  \/3  ^  _1_      2  cos  a;  +  v/3 
2/3    S^-v/3  ~2v/3  ^^^^eos^-vZ-T' 

I 

14°  y  =  Si  l'on  exprimait  cos'^  a?  en  fonction  de  2x, 

^  l-l-cos^x 

on  serait  amené  à  prendre  comme  variable  la  tangente  de  la  moitié  de 
2x,   donc  à  poser  tga:;=^,  d'où 

a;  =  arctgî,        ax  —  -  7  »        cos- a-  -, 

1  H—  6  1  -f-  /- 

ce  qui  donne 

^=  /  7,  :^  =  -7=arctg— =  — arctgf -7^  )• 

15°  y  =  —  - .     En  prenant  is:-^  =  t  comme  noii- 

Y  cos  0?  (1  —  cos  X)  2 

2(Jt  1  /2  2f' 

velle  variable,  on  a  (/a:  =  cosa;  =  -;  -,   1 — cos  a;  =- —  , 


et  l'on  trouve 

Y 


_  r  j/2^ 


(.omme  t  entre  en  dehors  du  radical  par  une  puissance  impaire, 
on  est  amené  à  poser  1  —  =  u^,  d'où  — Iclt  =  udii,  et  Tintéi^rale 
devient 


/I  —  11'       2     ^  \  \  u       2     ^  /  X 
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198.  —  Appliquer  la  méthode  d'intégration  par  parties  aux 
fonctions  a;'"e%  a;'"  cos  bx,  x""  sin  bx,  x'"  log  x,  m  étant  un  nombre 
entier  positif,  ainsi  qu'aux  fondions  e*"^  cos  bx  et  e°^  sin  bx. 

En  posant  u  ==  x""  et  dv  =  e'^'^dx,  l'intégration  par  parties  donne 

C          1  \     x'^e"''       rmx'"~^e''^  , 
J  X'"  (e'^'^dx)  =   j  dx  ; 

en  opérant  de  même  avec  l'exposant  m  —  1,  et  ainsi  de  suite,  on 
trouve,  à  une  constante  près, 

J x'^e°='dx 

_  fx'"    mx'"-^    m(m  —  \)x"'-'^  ,         mCm  — l)"-3.2.in 

=^  b"^"^^^^  J- 

L'intégrale  est  égale  au  produit  de  e**^  par  un  polynôme  Pm(if) 
de  degré  m  satisfaisant  à  la  condition 

^  [e«-P;„  {x) ]  =  x^e-^,     ou     ^^^^  +  «Pm  ix)  =  x^, 

La  même  méthode  appliquée  aux  deux  intégrales  suivantes  donne 
les  deux  équations 

,    ,  V     ic'"  sin  6a:       rmx''"~*  sin  6a;  , 
a;'"  (cos  oa;aa;).=  ^  /   ~^  dXy 

.   ,            — j:'"cos6a;       rmx'^~^  cos  bx  J 
x'"(smbxdx)  =  4-  /   ^  dx;- 

en  les  utilisant  alternativement  pour  des  valeurs  décroissantes  de  m, 
on  a 

/,     ,       x'"  sin  6a;  ,  ma;'"~*  cos  6a;     m(m  —  l)a;'"~^  sin  6a; 
x'"  cos  6a;  dx  =  1  j-  ^  ^r-  
6                 6-  6-* 

m  (m  —  ^)(ni  —  2)a;'"~^  cos  6a; 
  fcT-^ 

/.    ,    ,           a;*"  cos  6a;  ,  ma;'"""*  sin  6a;     m(m  —  Oa;'""^  cos  6a; 
x!"  sm  bxdx  =  1  —  1  ^  

m(m  —  i)(ni  —  2)x"*~^  sin  6a; 
11  serait  du  reste  facile  (l'établir  cos  formules  on  remplaçant  dans 
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l'intégrale  de  x"'e'^,  le  nombre  a  par  bi,  ce  qui  remplace  e'"'  par 
cos  bx  -h  i  sin  bx  ;  en  séparant  ensuite  les  parties  réelles  et  les  parties 
imaginaires,  on  arrive  au  résultat  trouvé. 

La  même  méthode  donne  les  deux  formules 

u=Jcos  bx  (e-f/x)  =:  ^^^^'^^""^  +  f^^^^  ^""^"^^ 
v=  Jsin  bxÇe'^^dx)  ==  ^'"^  ~~  f  ^  ^''^^^  * 


on  en  déduit 


u  =  —  —  (a  cos  bx-\-b  sin  bx),     v  =  —  —  (a  sin  bx  —  b  cos  bx)  ; 

on  arriverait  du  reste  au  même  résultat  en  utilisant  la  relation 

J  a~\-bi  a-  H-  b^^ 

et  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires.  Enfin,  on  a 

/pOT  +  1  ^tn  -+-  1 

X 


j  Iogx(Wa;)  =  loga.^^-J  ^^TîrT  ^ 


+  1      (m  4-  iy 


199.  —  Lorsqu'une  fonction  renferme  rationnellement  deux  radi- 
caux portant  sur  des  quantités  du  premier  degré,  comme  ya-i-bx 
et  ya/  -{-b'x,  montrer  qu'on  peut  l'intégrer  en  égalant  l'un  des 
radicaux  à  une  nouvelle  variable  t.  Appliquer  à  l'intégration  de  la 

fonction  - —  » 

yi  -hx-i-yi  — X 

En  posant  sj a-\~bx  =  t,  on  a  x  =  - — - —  et 

b 

1,1,        b'        ba'  —  ab' 

a'  4-  b'x  =  —-t^-\  ; 

b  b 

on  est  ainsi  ramené  à  l'intégration  d'une  fonction  renfermant  un  seul 
radical  portant  sur  une  fonction  du  second  degré  de  t. 
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Dans  le  cas  de  la  fonction  proposée,  on  posera  1  -\-xr=^l'-,  d'où 
x.-=t^  —  i,  dx  =  2ldt,  \^x  =  2  —  t^  et  l'on  aura 


f  \/\.  -l-iC 


dx 


f 


2tdt 


Pour  achever  l'intégration,  nous  ferons  le  changement  t  ==  \/2  cos  o 
qui  ramène  la  fonction  irrationnelle  à  une  fonction  trigonométrique  ; 
cela  revient  du  reste  à  poser 

x  =  2  cos^  cp  —  1  =  cos  2cp,       dx  —  —  2  sin  2-^ c/cp  ; 

y/l4-a?  =  ^2coscp;       [/ i — x  =  \/2s'm<^, 

de  sorte  que  l'intégrale  primitive  se  transforme  en 

/  * —  \/  2  sin  290^ cp        r     2  \f2%m  cp  cos  cp(cos  9  —  sin  cp)  j 

J    cos  cp  -f-  sin  cp      J  cos^  cp  —  sin-^  cp  ^ 

Sous  cette  forme,  la  quantité  sous  le  signe  d'intégration  se  décom- 
pose en  une  somme  de  deux  différentielles,  l'une  portant  sur  une  fonc- 
tion de  sin  cp,  l'autre  sur  une  fonction  de  cos  cp  de  la  façon  suivante 

2  \/2  sin^  cp(cos  cpc/o)  2\/2  cos-  c^(sin  cpc^9) 


1  —  2  sin^ 
et  l'intégrale  est  égale  à 


v/'2  sin  cp  H-  v/2  cos  cp  —  —  log 


COS' 


sin  cù 


sm  Ci 


V^2 


—  1 


1  , 


cos  CD 


v/2 


COS  Cù 


t/2 


\/\  +  JT  —  v/l   X-^\0{ 


\/i—x—  \ 

dans  ces  calculs,  on  doit  prendre  la  valeur  absolue  de  la  fonction  sous 
le  signe  logarithmique. 


200.  —  Appliquer  la  méthode  d'intégral  ion  des  différentielles 
hi nomes  à  l'intégration  des  fondions 
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1*^  La  fonction 

3_   1.  _J_ 

x'-(a  —  x)   - —(ax-"^  —  x-')  - 
est  telle  que  l'on  ait  (n°  342)  m  =  —  3,         —  2,  p  =  —  —  ;  le 

quotient      ~^  ^  =  —  2   est  entier;  on  est  ainsi  amené  à  écrire  la 
m  —  n 

fonction  sous  la  forme  x(ax~^  —         et  à  poser  ax~^  — 1  =  u,  d'où 

a            j       — adu  ,       .      .N-4-  I       — a^u    ~  du 

dx  =  -  —  )      x(^ax~^  —  1)    -  dx — 


17 -h  1  (m-i/       ^  '  + 

Nous  parviendrons  à  une  différentielle  rationnelle  par  le  changement 
17  =  /2  q^j  conduit  à  TY~~fL  \   pour  l'intégrer,  nous  appliquerons  la 

formule  de  réduction  indiquée  à  la  lin  du  n°  238,  successivement  pour 
n  =  2  et  pour  n  =  1 ,  ce  qui  nous  donnera 

r     dl  1  L_  .  1_J  ul       t  / 

J  {e-^iy  ~  4  {f~ -4- \y  "^^  8    + 1  ^  8  ^'"^ 


comme  t  =  \/u  =  i/ ~  —  1  ?  nous  trouverons  finalement  pour  l'inté- 
grale cherchée 


2°  La  fonction  a;-(l+x^)  est  telle  que  p  est  égal  à  — 1  et 
est  entier;  il  suffit  de  poser  x=t^  pour  être  ramené  à  l'intégrale  d'une 
fonction  rationnelle,  qui  est 

La  première  intégrale  du  second  membre  est  égale  ày/'^  —  6^;  le 

dénominateur  entrant  dans  la  seconde  est  décomposable  en  un  produit 
de  deux  trinômes  du  second  degré  sous  la  forme 

-M  =  (^2  -4_  î)2  _      =  {e-^t v/2 -I-  l)  .  {p  —  t\/'l-\-  1), 
pt  ifi  fraction  à  intégrer  se  ramène  à  la  sopime  (Je  deux  autres  dont  lc§ 
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numérateurs  sont  du  premier  degré;  on  détermine  les  coefficients  par 
lin  calcul  d'identification  analogue  à  celui  qui  a  été  déjà  employé  dans 
l'exercice  197,  et  l'on  obtient 

On  met  en  évidence  dans  chacun  des  numérateurs  des  fractions 
simples  la  dérivée  du  dénominateur,  et  l'on  ramène  l'intégrale  à  la 
somme  des  suivantes  : 

Les  deux  premières  sont  égales  à 

^  [log    ^_  ^2  -f- 1)  -  log     - 1  \/2-h  1)]  ; 

4/2  t/2 

on  obtient  la  troisième  en  posant  (n°  238)  t  =  ^u,  ce  qui 

conduit  à 

et  l'on  obtient  de  même  la  quatrième  en  posant  t  —  ^  =  9  ce  qui 
conduit  à  '-^  arc  tg  (/v^2  —  l).  On  peut  réunir  les  deux  arc  tg  ep 
un  seul  en  utilisant  l'identité 

AL  .  a-^b' 

arc  tg  a  H-  arc  is^  h  —  arc  tg  r» 

1  —  ao 

et  l'on  arrive  finalement  à  la  somme 

_^^6/-^-^log^^-^ 

il  suffit  de  remplacer  /  par  x*'   pour  obtenir  le  résultat  cherché. 

J. 

La  fonction   (x     -f- .x" ')  '  est  telle  que  m  ^  —  4,  w  —  —  |, 
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pz=—,    mp~h\=0;    il  faut  donc  employer  le  changement  de 

±  {  -± 

variable  \-i-x^  =  v  qui  donne  x  =  (v  —  \)  \  dx  =  —(v  —  1)    ^  c/u, 

x-\\  -hx')^dx  =  -jv^(v—  \)-'clv. 

On  posera  ensuite  v  =     et  Ton  obtiendra  la  différentielle 

i  i  \    di        \    dt        2  dl 

dl  =  —  at-h-. 


3  r^  — 1         3         '6  t—\      3  3  ^2  +  1  ' 

en  intégrant  et  remplaçant  i  par  (1  -f-a:^)^  on  trouvera  finalement 


201.  —  Déterminer  le  développement  en  série  qui  représente 
l'intégrale  de  la  fonction  e~^^. 

Le  développement  en  série  de  e~^-  est 


*      1      1  .  2  1.2.3 


celui  de  son  intégrale  indéfinie  est,  à  une  constante  près, 
\  x^      1   x'^       \  x'^ 

Cette  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  x  ;  nous  avons 
calculé  sa  valeur  numérique  pour  x  =  i  dans  l'exercice  19. 


202.  —  Calculer  les  intégrales  définies 

J^e^'dx,       J\^(\—xydx,       J'^xÇi  — x)dx. 

l''  Une  intégrale  indéfinie  de  xe'^  étant  (exercice  198)   xe""  —  e''. 
rintégrale  définie  prise  entre  0  et  1  a  pour  valeur  1. 
2°  On  peut  calculer  l'intégrale  indéfinie  et  Ton  a 
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On  peut  calculer  l'intégrale  définie  en  posant   1 — x  ~xl-, 
mais  on  peut  aussi  opérer  de  la'  façon  suivante,  qui  s'applique  à  la 

recherche  de  l'intégrale       V^C^  —  ^)(^  —  x)clx. 

Posons  a:  =  a  cos- a 6  sin- a.  a  variant  de  0  à  quand  x 
varie  de  a  à  6,  l'intégrale  se  transforme  en 

J  "2(6  —  a)-  sin^  a  cos^  a  dv. 


203.  —  Un  courant  périodique  de  période  T  a  une  intensité  I 
variable  avec  le  temps  t'  on  appelle  intensité  moyenne  et  intensité 
efficace  les  quantités 


i  2rt 

calculer  ces  quantités  pour  un  courant  sinusoïdal  I  =  lQsin-Y->  et 


pour  le  courant  redressé  I  =  1( 


.  2iit 


2'Kt 

En  effectuant  le  changement  de  variable  —  —  x,  on  est  ramené 
pour  le  calcul  de  l'intensité  moyenne  du  courant  sinusoïdal  à  Tinté- 
grale  — ^  /  ^inxdx^  qui  est  nulle,  et  pour  le  courant  redressé  à 
l'intégrale 

^        \s\nx\dx=r=2-y  f\ïnxdx  =  ^- 


Pour  l'intensité  cflicace,  on  a  à  calculer  ^^^^ V'  %ixi^xdx\ 
l'intégrale  peut  être  évaluée  en  introduisant  I  angle  2a:,  mais  on  peut 
r<!mar(jurr  (pTclle  est  égale  à  (|uatrc  fois  Tinlégrale  J  =  j"^^  sin^xdx; 
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si  Ton  change  x  en  ^ — x,  cette  dernière  devient  "  co^  ' x  clx  e/ 
comme  elle  reste  égale  à  J,  on  voit  que  Ton  a 

J  = -—  /    (sin- X -h  cos"^  x)clx  — j    dx  —  y  \ 
par  conséquent  l'intensité  efficace  est  égale  à 


204.  —  Calculer  les  intégrales  définies 

?,m^x  dx,  I  "  cos'".r  dx^ 

m  étant  entier  positifs'  on  considérera  successivement  le  cas  de  ni 
pair  et  celui  de  m  impair. 

Les  formules  du  n**  300  exprimant  sin'"a;  et  cos^'j;  en  fonction 
linéaire  des  sinus  et  cosinus  de  x  et  de  ses  multiples,  ramènent  le 
calcul  des  intégrales  cherchées  à  celui  des  intégrales  simples 

(  '  sin  px  dx  =  /  ^  cos  nx\  -  1  —  cos  ^ 

Jo  \     P       '    J  ^  p\ 

l  "  cos  px  dx  ~  {—  sin  px\^  =  —  sin  ^  ; 
Jo  \P  1^      p  2 

mais  on  peut  arriver  plus  rapidement  au  résu4tat  en  employant  les 
formules 

~(s\n''x  cos  x)~  p  sin^~^ic  cos^  x  —  sin^"^  ^j: 
dx 

=  p  sin^'~'.r  —  (/;  -1-  1)  sin^^  '.r, 
(cos^'a:  sin     =  —  p  cos^'-^a:  sin-  x  -4-  cos^^  ^j; 

dx 

— /)  cos^~'a:-f-(p  +  1)  cos^^'oTj 
dont  les  intégrales  donnent  les  formules  de  récurrence: 

(p  1-  1)  I  sin  ^"^  ',T  dx^~  —  sin  ^x  cos  x  \  p  j  sin  '.r  dx, 
(/}  -4-  î  )  \  cos      ',r  dx  —  +  cos  ''x  sin  x  ^p  j  cos  ^^^x  dx. 
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Eti  prenant  les  intégrales  entre  0  et  ~,  les  premiers  termes  des 
seconds  membres  donnent  un  résultat  nul  pour  les  deux  limites. 

Il  T. 

Les  intégrales  J^"  sin^xdx  et  cos'^x  dx  ont  la  même  valeur, 
car  elles  se  ramènent  Tune  à  l'autre  par  le  changement  de  x  en 


p-l  y 


TT 

 X.  Si  Im  est  leur  valeur  commune,  on  a  (p  -\-  i)lp^i  —. p\ 

en  remplaçant  successivement  /)  4- 1  par  m,  m  —  2,         on  trouve 


m  —  1  ,   (m  —  1)  (m  —  3)  ,   

—  2    7  ON  — 4           •  •  •  • 

m  (  m    A  \ 


m  '  m  (m  —  2) 

Si  m  est  pair,  on  arrive  à  Iq  =  J^'  dx  =  ^  ;  si  m  est  impair,  à 
sin  X  dx  =  i  ;  on  a  donc 


9 


lm  =  -  ,       o^  — -Q —       (si      est  impair). 

m(m  —  2)  3 


205.  —  Démontrer  que  les  intégrales  définies 


>/(x  —  a)(h  —  x)  ^       Jo   \/i  —  k'sm^x 

/»i  dx  dx  

^  ^     jo  \/'(ï^x')(\-li'x')      ^  ^  ji  v/(l-a^OO-/^'^'0  ^ 
(5)    Jje-'^'dx,  (6)        x'^-'e-'-dx  (n>0) 

ori^  u/i  5eM*;  déterminer  la  valeur  de  la  première  ;  trouver  la  valeur 
de  la  seconde  sous  forme  d'un  développement  en  série  ordonné  suivant 
les  puissances  croissantes  de  k;  montrer  que  la  troisième  se  ramène 
à  la  deuxième  en  posant  x  =  sin  cp,  et  la  quatrième  à  la  troisième 

en  posant  x  =  y~-  La  sixième  s'appelle  intégrale  eulérienne  de  seconde 
espèce  et  se  représente  par  r('0  »  démontrer  en  intégrant  par  parties 


CALCUL  INTÉGRAL  22o 

que  l^on  a  r(n  -4-  1)  =  n  r(rt),  et  que  si  n  est  entier,  r(n-i-  1)  est 
égal  au  produit  1.2.3  .  . .  n. 

Pour  l'intégrale     /    -—  — >  le  quotient  différentiel 

Ja  \/(ix  —  a)(b  —  x) 

1 

devient  infini  d'ordre  —  pour  les  limites  et  l'intégrale  a  un  sens;  on 
obtient  immédiatement  sa  valeur,  comme  dans  Texercice  202,  en  posant 
x  =  a  cos^  a  +  6  sin^  a,  a  variant  de  0  à  ^  ;  du  reste  le  change- 
ment X — a  =  (b  —  x^f^  indiqué  au  n^  341  ne  diffère  pas  du  précé- 
dent, et  il  sV  ramène  en  posant  ^  =  tg  a  ;  en  remplaçant  x  par  sa 
valeur  en  fonction  de  a  et  dx  par  (b  —  a)2  sin  a  cos  aJa,  on  voit 
que  l'intégrale  est  égale  à 

P  2c/a  =  :r 


2°  Le  développement  en  série  de 
1 


(1  —  h-  sin-  x')  - 


y{  —     sin^  X 
suivant  les  puissances  de  k-  est  (n^*  183) 

1  H-  4"     sin^  X  -{-        Iv  sin^  x  + 1—?-^  A''  sin^  a:  -f-  •  •  •  • 
2  2.4  2 . 4 . b 

et  il  est  convergent  quel  que  soit  x  pour  /t -  <;  1  ;  en  intégrant  terme 
à  terme,  on  a 


dx  ,    ,   1  7  ,î    .  1  •  3  ,  ,T    ,  1  .  3  .  5  , 


/Vl-/^^sin^^         '   2  2.4"-^  •  2.4.6 

n 

Im  étant  l'intégrale  ûxi"'xdx,  dont  la  valeur  a  été  calculée  dans 
l'exercice  précédent  ;  on  a  donc  comme  résultat 

f['-(ï)''-(H)''-(hHr*- •••]■ 

3°  L'intégrale     K  ==  /  -  -     a  un  sens,  car 

J  os/{\—x'){i--k'x'') 

VuGT.  —  Solut.  15 
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1  ^  - 

rélément  différentiel  est  infini  d'ordre  —  pour  la  limite  supérieure;  en 



posant  x  =  sincp   on  a    ax  =  cosoao   et    K=  /  "   —   .  ^  ; 

nous  venons  de  calculer  sa  valeur.  *^  °  ^ 

4°  L'intégrale    K'  =  /       .  a  un  sens,  car 

1 

l'élément  différentiel  est  infini  d'ordre  —  pour  la  limite  inférieure,  et  il 

se  comporte  comme  ~  pour  x  infini;  en  posant  x  =  -~,  dx  =  —  -p^^ 
X'  ky  ky'^ 

on  a 

dy  dy 


de  telle  sorte  que  K'  est  égal  à  K. 

5°  La  fonction  e"^-  est  telle  que  ^tend  vers  0  pour  x  infini 

quel  que  soit  m  ;  l'intégrale  /  e-^'dx  a  donc  un  sens.  Nous  pouvons 
la  calculer  en  la  décomposant  en  deux  intégrales  sous  la  forme 

/    e~  ""-dx  +  /    e  -  ""-dx^ 
J  a  J  £c, 

Xs  étant  un  nombre  quelconque  >  1  ;  la  valeur  de  la  première  de  ces 
deux  intégrales  est  celle  de  la  série  de  l'exercice  201  ;  pour  trouver 
une  valeur  approchée  de  la  seconde,  nous  remarquerons  que  pour  toute 
valeur  de  a:>  1  on  a  e"^^  <  e~'^  de  sorte  que 


^e~''dx<,  I  e-'^dx; 

x. 


h  dernière  intégrale  est  égale  à 

et  a  pour  limite         lors(|ne  b  croît  indéfiniment. 

I^n  choisisj^ant  .r,  suffisamment  grand,  ce  dernier  nombre  pont 
être  rendu  aussi  pcfit  (jue  l'on  veut,  et  en  prenant  alors  un  nombre 
suffisant  de  ternies  dans  la  série  (|ui  représente  la  prennerc  intégrale 
«•nlro  0  ot  .r,,  on  aura  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  totale.  On 
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démontre  par  des  raisonnements  fondés  sur  la  considération  des  inté- 
grales  doubles  que  celle-ci  est  égale 

6°  L'intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce 

a  un  sens  pour  n  positif,  car  le  quotient  de  la  fonction  à  intégrer  par 
.r'"^  m  étant  quelconque,  tend  vers  zéro  pour  x  infini.  L'intégration  par 
parties  entre  les  limites  0  et  6  donne  l'égalité 

P  x^e-'^dx)  =  { — x"  e-'^y^-h  n  C  x"- ^  e-'^dx', 
i/o  i/o 

lorsque  h  croît  indélmiment,  on  en  déduit  r(n-|-l)  =  nT(n). 

Le  calcul  numérique  de  la  fonction  F  considérée  comme  dépen- 
dant de  la  variable  n  se  ramène  à  la  recherche  des  valeurs  de  cette 
fonction  lorsque  la  variable  n  est  comprise  entre  0  et  1.  Si  Ton 
suppose  en  effet  que  n  est  compris  entre  les  nombres  entiers  consé- 
cutifs p  et  jD  -f-  1,  ou  est  égal  à  /?  -h  1,  et  si  l'on  applique  la  formule 
de  récurrence  précédente  aux  nombres      n  —  1,  ...  n  —      on  trouve 

r(/i+l)  =  7i(7i  — 1)  .  .  .  .  (n— p)r(ri— /)). 

Si  n — =      on  a     r(l)  =  y^    e~-^dx  =  i,    de  sorte  que  pour /i 

entier,  on  trouve  r(n-f-l)=l.  2.  3.  •  •  •  n.  Si  Ji<^i,  la  valeur  de 
l'intégrale  peut  être  calculée  comme  celle  du  paragraphe  précédent; 
on  peut  remarquer  du  reste  en  faisant  x  =  y-  que 

I 

de  sorte  que  dans  le  cas  particulier  où  /i  =  — -,  on  a  précisément 
l'intégrale  2        e~^^dy  et  on  en  conclut  que  F         est  égal  à  ^/tc* 


206.  —  Calculer  les  coefficients  des  séries  trigonométriques  qui 
représentent  entre  —-k  et  -{-ti:  1°  la  fonction  x-;  2°  une  fonction 
égale  à  —  1   entre  —  tz  et  0  et  à  -h  1  entre  0  et  tî» 
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L'application  des  formules  du  n°  347  à  la  fonction  x-  entre  —  tt  et 
-f-  71  donne 

km  =  —  /  cos  mx  dx 

-K  J 

  1  Ta:- sin  mj:  ^      cos /7î.r     2  sin  m.i;'j  +  '^  4  cos  mu 

1  r^"" 

B;„  =  —  /      X"  sin  mx  dx 

  1  r — a;- cos  m. X  ^  2.rsinma;  ^  2cosma?~|  +  -  

TT    L  J  — «  ' 

on  en  déduit,  entre  —  tt  et  -I-  tt, 

ic-  =  y  —  —  cos  a;  +  —  cos  2a:  —  —  cos  3a:  -h  •  •  •  • 

Les  mêmes  formules  appliquées  à  une  fonction  f  égale  à  —  1 
enlre  — -k  et  0  et  à  1  entre  0  et  tt  donnent 

A^  =  — — co?,mxdx-V-  j*  cos 7nart/a:J  =  0, 

B;„  =  —  r  f  —  sin  mx  dx  -\-  f  sin  mx  dx^  —      (1  —  cos  mv:)  ; 


on  en  déduit 


-     4  /sin.x     sin  3.r     sin  5a;  \ 


On  pouvait  prévoir  que  le  premier  développement  ne  contiendrait 
que  des  cosinus  et  le  deuxième  que  des  sinus.  En  faisant  dans  le 
premier  a:  =  0,  on  a 


1  1^  ,  ±__ 


12  2'-  3 

et  en  y  faisant  x  —  n,  on  a 

1-      2^  3^ 
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En  remplaçant  dans  le  second  développement  x  par  —  >  on 
trouve 

4  ~  1       3  5 

et  en  y  remplaçant  x  par  0  ou  tt,  on  obtient  0,  ce  qui  est  la  demi- 
somme  des  valeurs  -f- 1  et  —  1  • 


207.  —  Effectuer  la  quadrature  et  la  rectification  de  la  para- 
bole, de  la  chaînette,  de  la  cycloïde,  de  la  développée  de  l'ellipse,  de 
la  cardioïde,  de  la  lemniscate ;  pour  cette  dernière  courbe,  le  calcul 
de  l'arc  résulte  d'un  développement  en  série. 

1°  Nous  avons  trouvé  au  n°  354  l'aire  d'un  segment  de  parabole  ; 
la  différentielle  de  Tare  de  cette  courbe  est  égale  k  ds  =  s/ dx^  ^  dy- , 
et  Ton  a  ydy  =  pdx.  Nous  choisirons  y  comme  variable  indépen- 
dante, de  sorte  que  ds  =  \/y^  ^ p^  Nous  avons  trouvé  Tintégrale 
de        ~f- A  au  n°  197  ;  nous  aurons  par  suite 


2p       ^2     n  P 

en  prenant  l'arc  à  partir  du  sommet  jusqu'à  un  point  d'ordonnée  posi- 
tive y. 

2°  L'aire  comprise  entre  une  chaînette,  sa  base,  l'axe  Oy  et  une 
ordonnée  d'abscisse  x  est 

ydx=  J   —  \^e«H-e     )  dx  ==  —  \e — e    ^)  —  a\Jy^  —  a-. 

1   /   £.         _  £-\ 

Comme  on  a  y' —  —  \e°- — e  «  la  différentielle  de  l'arc  de 
la  courbe  est  égale  à 

ds  =\/  \  -\-  y''^  dx  —  ^{e'^     e~  dx, 

et  l'arc  compté  à  partir  du  sommet  est  égal  à 

s  =      (e  «" —  e^ô")  =  s^'y-  — 
On  voit  que  l'aire  est  éojale  à  ^o.\ 
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3°  En  utilisant  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  de  la 
cycloïde  en  fonction  de  t  (n°  267  et  exercice  175),  on  a 

ydx  =  a2  ^1  —  cos  0^  c/^  =  —  2  cos  t  -h  dt, 

et  l'aire  comptée  à  partir  de  Torigine  entre  la  base  et  la  courbe  jusqu'à 
une  ordonnée  correspondant  à  /  a  pour  valeur 


,/3  ,     o  .  ,  ,  sin2A 
^  (y^--2sin^+— j; 


en  faisant  t  =  27r,  on  voit  que  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x  et  le 
premier  arceau  de  la  courbe  est  égale  à  ^Tza^. 

La  différentielle  de  l'arc  de  la  courbe  est  égale  à 

ds  =  \/dx^-hdy^  =  a\/(i  —  cos  t)^ -h  sin^  t  di  =  2a  sin^  dt 

de  sorte  que  l'on  a  s  =  —  4a  cos  -~-\-G.  Si  l'on  compte  la  longueur  de 
l'arc  à  partir  de  l'origine,  on  obtient  s  —  ia(\  —  cos     ]  ;  la  longueur 


2  ^ 

totale  d'un  arceau  est  égale  à  la  valeur  obtenue  en  faisant  t  =  2-7:,  ce 
qui  donne  8a. 

c-  c- 

4*^   Les  expressions   x  =  —  cos^        ^/  =  —  sin^  ©  des  coor- 

a         '  h  ' 

données  d'un  point  de  la  développée  de  Lellipse  en  fonction  de  <p 

(n«  294)  donnent 

f       3c^  .  ,        ,    ,        3c*^  /.      cos2cû          ,    ,  cos  6cp\  , 
ydx  =  —  sm*  cp  cos'  -p  d9  —  — ^  (  \  ^  —  cos  4cp  H  cf<p  ; 

l'intégrale  de  cette  différentielle  est 

3c*  /       sin  2cp     sin  4cc;  ,  sin  6q\  ^ 

tmv — 4  — r+^)+^' 

on  obtient  le  quart  de  l'aire  intérieure  à  la  courbe  en  faisant  varier  cp 


de  0  à  —  »   ce  qui  donne  ^^^^ 

La  différentielle  de  Tare  de  la  courbe  est 


/  T^  7~',     <»  o    /cos'^9  ,  sin^  Q  .  , 

\/dx^  -h  dy  ^  =  .k;-  i  /  H  ^  ^'^  9  ^'OS  cp  do 


=  — %  sja}     62  _  c2  cos  2'^  (-  sin  2-^  d2  cp); 
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on  voit  que  la  différentielle  de  cos  2-^  est  iWse  en  évidence,  de  sorte 

que  Ton  a  à  intégrer  une  expression  de  la  forme  [^A.  —      clx  dont 
 2  ^ 

l'intégrale  est  (A  —  Bx)  -  ;    on  obtient  ainsi  comme  résultat,  à 

une  constante  près, 

— c^cos2cp)^ 
2ab\/2 

On  aura  la  longueur  du  quart  de  la  courbe  en  faisant  varier  © 

entre  les  limites  0  et  -V'  ce  qui  donne   ;  c'est  la  différence 

2  b  a 

entre  les  rayons  de  courbure  aux  extrémités  des  axes  de  Fellipse;  ce 
résultat  pouvait  être  prévu  d'après  ce  que  nous  avons  dit  sur  les  déve- 
loppantes. 

5°  La  cardioïde  est  définie  par  l'équation  p  =:  a  (1  cos  6)  ;  l'aire 
comprise  entre  l'axe  polaire,  la  courbe  et  un  rayon  vecteur  de  direction 
6  est  égale  à 

Si  l'on  fait  6  =  7:,  on  obtient  l'aire  comprise  entre  l'axe  polaire 
et  la  courbe;  l'aire  intérieure  à  la  courbe  entière  est  le  double  de 

celle-là  et  a  pour  valeur 

L'arc  de  la  courbe  a  pour  différentielle 

ds     \/df  ^fd^'-  =  a  v/sîn2ô  +  (l  -f-cos6)2  dO  =  2a  cos  ~  dd  ; 

l'intégrale  4a  sin—  représente  l'arc  compté  à  partir  du  point  de  la 

courbe  qui  correspond  à  6  =  0;  en  faisant  6  =  7:,  on  obtient  la  lon- 
gueur de  l'arc  de  la  courbe  situé  d'un  côté  de  Taxe  polaire  ;  la  longueur 
totale  en  est  le  double  et  a  pour  valeur  8a. 

6°  La  lemniscate  est  définie  par  l'équation      =  2a^  cos  20  ;  l'airç 
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comprise  entre  l'axe  polaire,  la  courbe  et  un  rayon  faisant  avec  Ox 

un  angle  6  inférieur  à         est  égale  à 

4 

f^'^==     £  cos  26  sin  20. 

On  obtiendra  l'aire  intérieure  à  l'une  des  boucles  en  prenant  le 

double  du  résultat  précédent  correspondant  à  6  =  -|-,  on  obtient 
ainsi  a^. 


L'arc  de  la  lemniscate  a  pour  différentielle  c/s  =  \/û^p2 -f- p2  c/ea . 
comme  on  a  p(/p  =  —  2a-  sin  20       on  trouve  en  fonction  de  0 


ds 


a\/2  ^6. 
\/cos  26  ' 


on  ne  peut  exprimer  l'intégrale  au  moyen  des  fonctions  élémentaires; 
si  l'on  remarque  que  la  quantité  sous  le  radical  s'écrit  1  — 2sin2  6  et 


s'annule  pour  6  =  -^5  on  est  amené  à  poser  sin  6 
t  variant  de  0  à  —  >  on  obtient  de  cette  façon 

,  adt 
ds  = 


=  V  ^ 


1 

1  —  —  sin^  t 


on  est  ramené  à  une  intégrale  considérée  dans  l'exercice  205,  où  Ton  fait 
;   l'arc  de  la  courbe  compris  entre  les  angles  polaires   6  =  0 
et   0  =  ^  est  é 


s  — 


adt 


=T[-*ar^(H)'(îy 


^  -(sTÏTê)^)^---] 


ou  bien  5  =  1,854  a  ;  la  longueur  totale  de  la  lemniscate  est  quatre 
fois  plus  grande. 

On  peut  effectuer  le  calcul  de  Tare  de  la  lemniscate  en  prenant  le 
rayon  vecteur  roirun'^  v!ii  i;il)l(' ;  si  l'or)  ♦•xprinu^   d   o\   dU  <mi  fonrlion 
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de  p  et  dp  on  a  cls  =  i/  — r  ^^p,  et,  en  posant  p  =  fl  v  2 
obtient  cIs  =  a\/'2 


on 

Y  4a*'  —  p-   '  ■     ■     '  '        '  ' 

dz 


En  développant  en  série  la  qnantité 

^         ^  2        2.4  2.4.6 


et  intégrant  terme  à  terme,  on  obtient  pour  valeur  de  l'arc  compté  à 
partir  du  pôle  jusqu'à  un  point  dont  le  rayon  vecteur  p  est  inférieur 

-=«^[ï7î-Hfe)"-HK*)'--I 


208.  —  Trouver  Vaire  comprise  entre  les  courbes  =  2pXy 
ay"^  —  x^. 

Les  abscisses  des  points  communs  aux  deux  courbes  sont  les  racines 
de  réquation  2apx  —     =  0;  les  seules  valeurs  réelles  qui  conviennent 

sont  Xi~0  et  X2  =  (2ap)- ;  l'aire  de  la  portion  de  plan  comprise 
entre  les  deux  courbes  dans  la  région  des   y   positifs  est  égale  à 

\yi  —  yï)dx,  où  yi  =  (2px)     et  2/2— ^—^     sont  les  ordonnées 

des  points  des  deux  courbes  correspondant  à  la  même  valeur  de  x; 
l'intégrale  indéfinie  est 


2    -i-  ^ 

-a  '  x'^ 
5 


J^{2px)  t  _  (^lyi  j  rf^  =  I  (2/,)  ■' 
l'aire  cherchée  est  par  conséquent 

|(2p)T(2a/,)^  - 1  a-^(2ap)^  =  ^  \/ï 
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209.  —  Rectifier  la  courbe  y=x^,  9z-  =  \Çtx^. 

Les  différentielles  de  y  et  z  étant  2xdx  et  2x  -  dx,  la  diffé- 
rentielle de  l'arc  est 


ds  =  s/dx'^  ■+-  dy  '-  -f-  dz""-  =  \J \  -f-  4^^  H-  4.r  c/.r  =  (1  -h  2x)  f/j?, 
par  suite 

s  —  ^(4  H-  2a?)  c/a?  =  a?  -i-  a?-  =  a;  H-  î/, 
si  l'on  compte  l'arc  à  partir  de  l'origine. 


210.  —  Démontrer  que  l'aire  de  la  surface  d'un  cylindre  parallèle 
à  Oz  comprise  entre  le  plan  des  xy  et  une  courbe  tracée  sur  le 

cylindre  est  représentée  par  une  intégrale  de  la  forme  j    z  ds,  s 

étant  l'arc  de  la  courbe  de  base.  Evaluer  de  la  même  manière  l'aire 
de  la  surface  d'un  cône  comprise  entre  le  sommet  et  une  courbe  tracée 
sur  le  cône,  au  moyen  d'une  intégrale  en  coordonnées  polaires. 

L'aire  d'une  portion  de  cylindre  limitée  par  deux  génératrices,  et 
par  des  lignes  Lq,  Li  tracées  sur  la  surface,  est  la  Imiite  de  l'aire  d'un 
prisme  inscrit  dans  le  cylindre  dont  les  arêtes  sont  limitées  aux  lignes 
Lo  et  Li  ;  cette  aire  se  compose  de  trapèzes  infiniment  petits  ;  si  z 
est  la  longueur  d'une  arête  du  prisme  comprise  entre  les  courbes  Lo 
et  Li,  As  la  corde  de  la  section  droite  du  cylindre  comprise  entre 
deux  arêtes  voisines,  l'aire  du  trapèze  a  même  partie  principale  que 
zàs  et  cette  partie  principale  est  égale  à  zds  ;  la  limite  de  la  somme 

des  aires  est  égale  à  l'intégrale      zds  prise  entre  les  valeurs  Sq  et  Si 

de  s  correspondant  aux  traces  des  génératrices  du  cylindre  entre 
lesquelles  est  comprise  l'aire  à  évaluer.  On  peut  remarquer  que  si  l'on 
développe  la  surface  du  cylindre  sur  un  de  ses  plans  tangents,  la  por- 
tion de  ce  développement  comprise  entre  les  arêtes  extrêmes  et  les 
lignes  Lo  et  Li  développées  a  une  aire  égale  à  la  précédente. 

Considérons  une  portion  de  surface  conique  comprise  entre  le 
sommet,  deux  génératrices  Go  et  Gi  et  une  ligne  L  tracée  sur  la 
surface;  son  aire  est  la  limite  de  l'aire  d'une  pyramide  inscrite  dont 
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les  arêtes  sont  limitées  à  la  ligne  L,  et  elle  se  compose  de  triangles 
infiniment  petits.  Si  p  est  la  longueur  d'une  de  ces  arêtes  comprises 
entre  le  sommet  et  L,  AO  l'angle  infiniment  petit  de  cette  arête  avec 
Tarête  voisine,  l'aire  d'un  triangle  a  même  partie  principale  que  l'aire 
d'un  secteur  circulaire  de  rayon   p   et  d'angle  A0,  c'est-à-dire  que 

et  cette  partie  principale  est  égale  à  ;  la  limite  de  la  somme 
»les  aires  est  égale  à  prise  entre  les  limites  Ôo  et  61  corres- 

pondant aux  génératrices  Go  et  Gi.  On  peut  remarquer  que  cette 
aire  a  la  même  expression  en  coordonnées  polaires  que  celle  d'un 
secteur  obtenu  en  développant  sur  un  plan  tangent  au  cône  la  portion 
de  surface  considérée. 


211.  —  Deux  cylindres  de  révolution  égaux  ont  leurs  axes  rec- 
tangulaires et  concourants  ;  trouver  le  volume  et  la  surface  du  solide 
commun. 

Soit  R  le  rayon  de  deux  cylindres  circulaires  droits  égaux  ayant 
•pour  axes  Ox  et  Oy  ;  les  équations  de  ces  cylindres  sont  y- -\-  =  R^ 
et  z-  -\-x-  —  R-  ;  ils  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes  contenues 
dans  les  plans  d'équations  3/^  — ^  (y  — x)  (y  -hx)  =  0,  c'est-à-dire 
dans  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  formés  parles  plans  xOz  et  yOz. 

La  portion  de  l'espace  commune  aux  deux  cylindres  est  coupée  par 
un  plan  de  cote  z  suivant  un  carré  dont  les  côtés  sont  situés  sur  les 
génératrices  des  cylindres  contenues  dans  ce  plan  ;  ces  génératrices  ont 
pour  équations  y  =  zt  \/R'^  —  z^,  x  =  —  z^,  les  côtés  du  carré 

ont  pour  longueur  2\/R^  —  et  sa  surface  est  égale  à  4(R2  —  ^^^2^^ 
le  volume  commun  aux  deux  cylindres  est  par  suite  égal  à 

f^'^K^'  -  z^)dz  =  4  [rH  —  0"'''  =  113. 

Considérons  la  surface  limitant  le  solide  commun  ;  elle  est  formée 
de  quatre  fuseaux  cylindriques  coupés  par  les  plans  xOz  et  yOz  suivant 
des  cercles  de  rayon  R  ;  nous  allons  évaluer  l'aire  de  ces  fuseaux  par 
la  méthode  de  l'exercice  précédent.  Prenons  sur  les  cercles  de  section 
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droite  des  points  situés  à  l'extrémité  de  rayons  faisant  avec  Oz 
l'angle  <p  ;  le  plan  perpendiculaire  à  Os  et  passant  par  ces  points 
coupe  la  surface  suivant  un  carré  de  côté  2Rsincp  dont  le  périmètre 
est  égal  à  SRsincp;  la  porlion  de  surface  latérale  comprise  entre  ce 
carré  et  le  carré  infiniment  voisin  correspondant  à  Tangle  cp  +  Acp  a 
même  partie  principale  que  (8R  sin  cp)RÙ9  et  la  limite  de  la  somme  de 
ces  portions  est  égale  à 

8R2  sin  <^do=(—  8R2  cos  9)^  ==  im  ; 
c'est  la  valeur  de  la  surface  limitant  le  solide  commun. 


212.  —  Un  segment  de  cercle  a  pour  corde  le  côté  du  triangle 
éqailatéral  inscrit  ;  déterminer  l'aire  et  le 
volume  du  solide  de  révolution  engendré 
par  ce  segment  tournant  autour  de  sa 
corde. 


1  ^ 

Soient  C  le  centre  de  Tare  de  cercle 
ADB  limitant  le  segment  (fîg.  78),  cp  Tangle 
d'un  rayon  CM  avec  le  rayon  CD  perpen- 
diculaire à  la  corde  AB  ;  le  parallèle  décrit 
par  le  point  M  a  pour  rayon 


Fig.  78. 


PM  =  r(^cos  cp  — -^^ 


et  la  distance  de  ce  parallèle  au  centre  0  de  la  surface  est.  z  =  Rsincp, 
Le  volume  engendré  par  le  segment  est  égal  (n«  350)  à 

T:r'~dz=  /     '7iR2/coscp  — -j  RcoScpc/cp; 


on  est  ramené  à  intégrer  la  fonction 
1 

COS^  O  —  COS"^  9       -r  cos  9  =  , 

^4  4 


cos  3cD     cos  2co  ,  i 

 L  COScp  — - 


comme  l'intégrale  de  cette  quantité  entre  —  .'j   et  -f--^  est  égale  à 

—      —     .  on  voit  que  V  — •;rR3   —  l< 

i        /i  \    4  <V 
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L'aire  de  la  surface  de  révolution  est  (n°  360) 
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213.  — •  Déterminer  l'aire  et  le  volume  du  tore. 

Soient  R  le  rayon  du  cercle  générateur  et  a  la  distance  de  son 

centre  C  à  l'axe  de  révolution 
(fîg.  79).  Si  l'on  prend  sur  le 
cercle  des  points  M  et  M'  dont 
les  rayons  CM  et  CM'  font  avec 
la  parallèle  Cz'  à  l'axe  de  révo- 
lution des  angles  -f-cp  et  — cp, 
les  distances  de  ces  points  à  l'axe 
sont  r  =  a  H-  R  sin  cp 
et         r'  =  a  —  R  sin  ; 


Fig.  79. 


r'  =  a 

la  cote  de  ces  points  étant  z  =  R  cos  cp^  le  volume  cherché  est  égal  à 
\=  j_"'\(r^^r"')dz  =  £  —  à.T.aR^  sin' od'^ 

=  £  2iiaR%\  -  cos  2  cp)(/cp  =  2ii^aR^  ; 

la  surface  du  tore  est  égale  à 

S  =  J 27r(r  4-  r')ds  =  J"  ^TtaR  Jcp  =  l^n'-aR. 


214.  —  Déterminer  le  moment  d'inertie  d'une  sphère,  d'un  tore, 
d'un  cône  droit  par  rapport  à  leur  axe  de  révolution. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  361,  nous  décomposons  le 
volume  supposé  homogène  en  couronnes  comprises  entre  des  cylindres 
successifs  ayant  même  axe  que  la  surface,  et  nous  prenons  l'intégrale 

p.27cH /ic/r,  [x  désignant  la  masse  de  l'unité  de  volume;  nous  repré- 
senterons par  M  la  masse  totale  du  corps. 

Dans  le  cas  d'une  sphère  de  rayon  R,  si  nous  désignons  par  cp 
l'angle  d'un  rayon  avec  un  diamètre  considéré  comme  axe  de  révolution, 
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nous  avons  r  =  R  sin  cp,  h  =  2R  cos  o  ;  le  moment  d'inertie  est  égal  à 

J  "  (x4t  R''sin^  cp  cos^  cp  c/cp  —       [j,47rR'  (cos-  cp  —  cos''  cp)  (sin  cp  G^cp) 
.  — COS^  cp      COS"^  c:.\T      a87:R-^  2^,^^ 

En  opérant  de  même  pour  un  tore  avec  les  notations  de  rexercice 
précédent,  nous  avons  pour  valeur  du  moment  d'inertie 

J   ^  (jL47ï(a  H- R  sincp^R^  cos^  cp  c/cp, 

les  intégrales  de  sin  cp  cos^  cp  et  sin^  cp  cos^  cp  prises  entre  les  limites 
considérées  sont  nulles  ;  il  suffit  de  calculer  les  intégrales 

/       cos-cpacp  =  — î         /       sin-'cp  cos-'cpacp  =  —  ; 

il  en  résulte  que  le  moment  cherché  a  pour  valeur 

{i.471  ( a'R'^  ~  +  3aR^  ^ )  =  ^  aR-(4a2  +  SR^)  =  M  (a'  +  y  R^ 


Dans  le  cas  d'un  cône  droit  de  rayon  R  et  de  hauteur  II,  on  a 


Il  _  5  L,  de  sorte  que  le  moment  a  pour  valeur 

Il         R  ^ 


215.  —  Un  fluide  élastique  se  détend  clans  un  cylindre  en  passant 
du  volume  Vq  au  volume  v;  évaluer  le  travail  effectué  pendant  la 
détente  :  \^  lorsque  le  fluide  satisfait  à  la  relation  de  Van  der  Waals 
(n"  2o9);  2°  lorsque  la  détente  satisfait  à  la  relation  pvy  =  c^%  y  étant 
un  exposant  constant. 

Si  J)         '  ,  — '  le  travail  de  (kUontc  a  pour  valeur 

V  —  b  v'~ 

,     v  —  h,     /l  \\ 

-  j^pd.^Kno^^~Va[^^-^^J; 


CALCUL   IMÈCiUAL  239 

si  pv:=pqvI^   le  travail  de  détente  est  égal  à 


216.  —  Une  barre  homogène  OA  de  section  constante  négli- 
geable et  dont  la  masse  de  Vanité  de  longueur  est  égale  à  [x  est 
placée  le  long  de  l'axe  Ox;  chacun  des  éléments  infiniment  petits  de 
cette  barre  exerce  sur  un  point  extérieur  M  de  masse  m  une  attrac- 
tion proportionnelle  au  produit  des  masses  et  inversement  proportion- 
nelle au  carré  de  la  distance  ;  déterminer  l'attraction  de  la  barre  sur 
le  point  M  et  calculer  les  composantes  de  cette  attraction  parallèles 
aux  axes  ;  examiner  le  cas  ou  la  barre  a  une  longueur  infinie. 

Un  élément  infiniment  petit  kk!  de  la  barre  compris  entre  les 
abscisses  x  ti  x-^  dx  di  une  masse  [xdx  ;  si  ^,  sont  les  coordonnées 
d'un  point  M,  le  vecteur  MA  a  pour  longueur  r  =  y(x  —  ly-^-rf 

et  pour  cosinus  directeurs   a  =  — - — >  p  =  — — i.  Les  composantes 

parallèles  aux  axes  de  l'attraction  de  AA'  sur  M  sont  égales  à 

et  Ton  doit  prendre  les  intégrales  de  ces  quantités  entre  les  limites 
Xq  et  Xi,  abscisses  des  extrémités  Aq  et  Ai  de  la  barre. 

Comme  on  a  (x  —  l)dx  =  rdr,  la  première  intégrale  est  égale  à 


mu^dr  /l  1 


To  et  Ti  désignant  les  distances  de  Aq  et  Ai  au  point  M. 
Pour  calculer  la  deuxième,  on  pose  x  —  ^  =  r  sin  /, 

i  variant  de  ^0  à  ^1,  ilenrésulte  x^l  —  riigt,  dx  ^  ^'^^  ^    r  =  — ^ 

^  „  .  '  1  C0S2  t  CO^t 

et  1  on  est  ramené  a  1  mtegralc 

/*<!  ^  mixcos  t  dt  —  mixy  .  ,  ■  ,  \ 
/  ^  ^  ^(sin —  sm  ^o)« 

Si  la  barre  a  une  longueur  infinie  dans  le  sens  des  x  positifs,  n 
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est  infini  et  ti  est  égal  à  ^;  si  elle  est  infinie  dans  les  deux  sens, 

lo  devient  de  plus  égal  à  — y 7  et  Tq  est  aussi  infini;  la  composante 
de  Fattraction  parallèle  à  Ox  devient  nulle  et  la  composante  parallèle 
à  Oy  est  égale  à  — "^^^I^. 


217.  —  Trouver  le  moment  d'inertie  d'une  surface  plane  par 
rapport  à  une  droite  de  son  plan,  d'un  cercle  par  rapport  à  son  dia- 
mètre, d'un  demi-cercle  par  rapport  à  la  parallèle  à  son  diamètre 
passant  par  son  centre  de  gravité,  d'un  rectangle  par  rapport  à  l'un 
de  ses  côtés. 

On  appelle  moment  d'inertie  I,  par  rapport  à  une  droite  D  de  son 
plan,  d'un  élément  de  surface  plane  entourant  un  point  M,  le  produit 
de  l'aire  AA  de  cet  élément  par  le  carré  de  la  distance  r  du  point  M 
à  la  droite.  Pour  une  surface  plane  quelconque,  le  moment  d'inertie  I 
est  la  limite  de  la  somme  i;(AA)r2  étendue  aux  éléments  infiniment 
petits  dans  lesquels  on  peut  décomposer  la  surface  ;  en  particulier  si  D 
est  pris  comme  axe  des  a:,  on  a  I  =  lim  Sî/^AA. 

Généralement,  on  décompose  la  surface  en  bandes  infiniment 
petites  par  des  parallèles  à  l'axe  Ox;  si  b(y)  est  la  longueur  d'une 
corde  d'ordonnée  y  comprise  à  l'intérieur  de  la  surface,  on  a 
A  A  ^  b(y)^y,    et  le  moment  d'inertie    I    est  égal  à  l'intégrale 

J ^(.y)y'^y   V^^^^  entre  les  limites  de  l'ordonnée. 

Si  l'on  connaît  le  moment  d'inertie  1  par  rapport  à  une  droite  D 
passant  par  le  centre  de  gravité  G  de  l'aire  supposée  homogène,  on  peut 
trouver  le  moment  d'inertie  1'  par  rapport  à  une  droite  D'  parallèle 
à  D  ;  si  en  effet  D  est  pris  comme  axe  Ox  et  si  a  est  l'ordonnée  de 
D',  on  a 

r=:lim        —  a7A\  =  lim  i:/y^-AA -f- a-  lim  IIAA  — 2a  lim  ^ylA, 

mais  XIAA  est  égale  à  l'aire  A  de  la  surface  et  lim  i^jyAA^est  nulle 
parce  que  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  est  nulle  (n°  374)  ;  on  a  donc 
simplement 

l'  —  l-f-Aa'. 
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Si  Ton  considère  un  cercle  de  rayon  R,  on  a  b(y)  =  2\/li^  —  y--, 
de  sorte  que 

en  posant  î/  =  Rsin  <p,  on  est  ramené  à  l'intégrale 


f: 


2R*  cos-  cû  sin^  co  do 


la  valeur  de  cette  intégrale  résultant  d'un  calcul  déjà  fait  dans  l'exer- 
cice 214. 

Pour  un  demi-cercle,  le  moment  d'inertie  1'  par  rapport  au  dia- 

ttR'*' 

mètre  est  égal  à  la  moitié  de  la  valeur  précédente  ou  -— -  ;  comme 

o 

la  distance  a  du  centre  de  gravité  G  à  ce  diamètre  est  (exercice  219) 
4R 

égale  à  —5  le  moment  d'inertie  I  par  rapport  à  la  droite  parallèle  au 
diamètre  et  passant  par  le  centre  de  gravité  est 

T  — T'_^  2^  — —  ^ 
2  ^  ~  8       97C  * 

Pour  un  rectangle  de  base  b  et  de  hauteur  h,  le  moment  d'iner- 
tie par  rapport  à  la  base  est  l'  =  f  by^dy  —  ^  ;  par  rapport  à 
une  parallèle  à  la  base  passant  par  le  centre,  le  moment  d'inertie  est 
l  —  J^^  -  by^dy  =  ~- ;  on  voit  bien  que  l'on  a  P^I-i-^-. 


218.  —  Un  liquide  s'écoule  par  un  luyaa  cylindrique  de  telle 
sorte  que  la  vitesse  de  chaque  filet  soit  v  ~  Vq — kr^^  étant  la 
vitesse  le  loncf  de  Vaxe,  r  la  distance  du  filet  considéré  à  l'axe  et  k 
une  constante  donnée  ;  trouver  le  débit  du  tuyau  connaissant  son  rayon 
et  la  vitesse  Vq. 


Le  débit  d'une  couronne  circulaire  comprise  entre  les  rayons  r 
VoGT.  —  Soiut.  16 
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et  r~{  dr,  dont  Taire  est  dk  =  2Tzrdr,  est  égal  à  vdk  =  (vQ  —  kf^yiurdr  ^ 
si  K  est  le  rayon  du  tuyau,  le  débit  total  est  égal  à 

Q  =  J\vo  —  kr^-)27:rdr  =  ttR^  (vo  -  k^y, 
la  vitesse  moyenne  est  égale  a  -^=vq  — 


219.  —  Délerminer  le  centre  de  gravité  d'an  arc  de  cercle^  de 
la  surface  d'un  demi-cercle,  du  volume  d'une  demi-sphère. 

Prenons  pour  origine  0  le  centre  du  cercle,  pour  axe  des  x  le  rayon 
passant  par  le  milieu  de  l'arc  considéré  ;  si  —  cp^  et  -h  cpi  sont  les 
angles  formés  avec  Ox  par  les  rayons  passant  par  les  extrémités  de 
cet  arc,  si  R  est  le  rayon  du  cercle  et  [x  la  masse  de  l'unité  de  longueur, 
celle  d'un  arc  de  longueur  ds  =  Rc/cp  est  égale  à  m  =  i^ds  =  R|x(/cp 
et  celle  de  l'arc  entier  est  M  =  2R;ji..pi  ;  l'abscisse  d'un  point  de  l'arc 
est  a;  =  R  cos  cp,   celle  du  centre  de  gravité  est  donnée  par  l'équation 

/''■+-  ?i 

MX  =  l>mx  =  I      piR^  cos  cp  c/cp  =  2jxR"  sin  cp^, 

d'où 

^  R  sin  cpi 

2R 

Pour  la  demi-circonférence  entière,  on  a  X  =  — • 

Considérons  la  surface  d'un  dettii-cercle  dont  le  diamètre  est  pris 
comme  axe  des  î/  ;  si  [i.  désigne  la  masse  de  l'unité  de  surface,  celle  de 
la  bande  comprise  entre  deux  cordes  d'abscisses  x  et  x-hdx  est 

2fxv/R2  —  x^dx  et  celle  du  demi-cercle  est  ^^^^  ;  l'abscisse  X  du 
centre  de  gravité  est  donnée  par  l'équation 

MX  =  Imx  =  j^'^2ix^R'  —  x'xdx  =  j^—  l^ji^'  —  a-)^J^  =  |-  p-RS 
d'où 


Considérons  la  surface  d'une  demi-splu  ie  dont  le  grand  cercle 
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limite  est  dans  le  plan  xOy  ;  si  tj.  est  la  masse  de  rimilc  de  surface, 
celle  d'une  zone  comprise  entre  les  plans  de  cotes  z  et  z-\-dz  est 
(jt,27iRûfz,  et  celle  de  la  surface  de  la  demi-sphère  est  ]i2'niK^  ;  la  cote  Z 
du  centre  de  gravité  de  la  demi-sphère  est  donnée  par 

MZ  =  ^mz  =       ^x^-K^zdz  =  ]x.t:W, 

doù 

z  =  |. 

Si  Ton  considère  le  volume  de  la  demi-sphère  et  si  y.  est  la  masse 
de  l'unité  de  volume,  celle  d'un  segment  sphérique  compris  entre  les 
plans  de  cotes  s  et  z  -j-  dz  est(n'-  359)  [jt.7r(R^  —  z'^)dz,  celle  du  volume 
2 

total  est  [jl-^ttR^,  par  suite  la  cote  Z  du  centre  de  gravité  est  don- 
née par 


d'où 


220.  —  Démontrer  que  le  volume  d'un  tronc  de  cylindre  quel- 
conque limité  par  des  faces  planes  est  égal  au  produit  de  l'aire  de 
la  section  droite  par  la  longueur  de  la  droite  joignant  les  centres  de 
gravité  des  deux  bases. 

Rapportons  le  tronc  de  cylindre  à  un  trièdre  trirectangle  Oxgz 
dont  le  plan  xOy  est  un  plan  de  section  droite  ;  désignons  par  Pq  et 
Pi  les  plans  de  bases  du  tronc,  par  yo  et  yi  les  angles  aigus  des  normales 
à  ces  plans  avec  l'axe  Oz,  par  AA  un  élément  infiniment  petit  de 
l'aire  A  de  la  section  droite,  par  AAq  et  AAi  les  éléments  des  aires 
Ao  et  Al  contenues  dans  les  plains  Pq  et  Pi  et  ayant  AA  pour  pro- 
jection; enfin  appelons  x,  y  les  coordonnées  d'un  point  M  intérieur 
à  AA,  par  2o  et  [)ar  2,  les  cotes  des  points  Mq  et  Mi  situés  dans  les 
plans  Po  et  Pi  sur  la  parallèle  à  O2  menée  par  M.  Nous  avons 

AA  =  AAo  cos  yo  =  AAi  cos  yi. 

Le  volume  du  tronc  de  cylindre  est  égal  à  la  limite  de  la  somme 
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SAA(2i  —  Zq);  les  coordonnées  des  centres  de  gravité  des  bases  du 
tronc  supposées  homogènes  sont  données  par  les  équations 

XqAo  =  lim  SicAAo,  YqAo  =  lim  Sî/AAq,  ZoAq  =  Km  Szo^Aq, 
XiAi  =  lim  l.xlAi,     YjAi  =  lim  Sî/AAi,      ZjAi  =  lim  SziAAj  ; 

on  en  déduit,  en  multipliant  les  deux  membres  des  premières  équations 
par  cos  Yo  et  ceux  des  dernières  par  cos  yi, 

^      lim  SicAA         V      V      ^^^^  XvAx'V 
Aq  —  Al  =  ^  j  \qz=  \^  =  ^  , 

„      limS^oAA         rj  limSzjAA 
Zo=       ^— ,        Z,=  - 

On  voit  déjà  que  Tabscisse  et  l'ordonnée  des  xîentres  de  gravité 
des  aires  Ao  et  Ai  sont  les  mêmes  que  pour  la  section  droite  ;  par  suite 
la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des  bases  du  tronc  est  paral- 
lèle aux  génératrices  du  cylindre  et  passe  par  le  centre  de  gravité  de 
la  section  droite  ;  d'autre  part,  on  voit  que  le  volume  est  égal  à 

lim  SAA(zi  —  ::o)  =  A(Z,  —  Z,)  ; 

il  est  par  conséquent  égal  au  produit  de  l'aire  de  la  section  droite  par 
la  longueur  de  la  droite  joignant  les  centres  de  gravité  des  bases. 


221.  —  Trouver  le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy^  la 
surface  du  paraboloïde  de  révolulion  dont  l'équation  est  2z  = 
et  la  surface  d'un  cylindre  parallèle  à  Oz  ayant  pour  base,  soit:  1°  un 
rectangle  ayant  pour  centre  l'origine  et  dont  les  côtés  sont  parallèles 
aux  axes  Ox  et  Oy,  2°  l'aire  comprise  dans  l'angle  des  coordonnées 
positives  entre  les  axes  Ox,  Oy  et  l'hyperbole  dont  l'équation  est 
xq  -\-  X  '  \~  y  —  1  =  Oj  3°  Vaire  comprise  à  l'intérieur  de  la  circonfé- 
I  rence  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est  p  =  2R  cos  G  ;  dans 
I  ce  dernier  cas,  on  emploiera  les  coordonnées  polaires,  et  l'on  déter- 
minera l'aire  de  la  portion  du  paraboloïde  inférieure  au  cylindre. 

Le  volume  est  égal  (n'  3G8)  à  Tinlégrale  double 
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étendue  au  champ  d'intégration  formé  par  la  base  du  cylindre  donné. 

l''  Si  cette  base  est  un  rectangle  de  côtés  2a,  2b  parallèles  aux 
axes  et  ayant  pour  centre  l'origine,  l'intégrale  est  égale  à  quatre  fois 
l'intégrale  étendue  aux  valeurs  de  x  et  y  telles  que  0  ^  a?  ^  a  et 
0  ^  î/  ^  6  ;  on  a  donc  (n^  364) 

2°  Si  le  champ  d'intégration  est  un  triangle  mixtiligne  OA.B  (fig.  80) 
limité  par  les  segments  OA  =  OB  =  1  pris  sur  Oj:  et  Oy  et  par  un 

arc  de  l'hyperbole  donnée  joignant  les 
points  A  et  B,  on  voit  que  x  varie 
entre  0  et  1  et  que  pour  une  valeur  don- 
née de  X  entre  ces  limites^  y  varie  entre 
1  — X 


2/0  =  0  et  2/1 
égal  à 


le  volume  est  donc 


Fig.  80. 


Comme  on  a 


x'y 


^ ^ /l— ^\  ,  1  /l  —x' 
~"  2  \  i-hx)      Q  \\  -{~x, 


on  est  ramené  à  intégrer  la  dernière  fonction  entre  les  limites  0  et  1 . 
En  décomposant  cette  fonction  en  éléments  simples  sous  la  forme 


i-hx    {i~hxy    3(1  -+-^-)3 

on  voit  que  son  intégrale  entre  les  limites  0  et  1  a  pour  valeur 


^.  a;  -h  2  log  (1  +  x)  -h  — 
D  X 


1  3(1 
=r  2log2 


0,0530  . 


3*^  En  rapportant  le  champ  d'intégration  à  des  coordonnées  polaire? 
le  volume  est  exprimé  par  l'intégrale 
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une  première  intégration  faite  par  rapport  à  p  entre  les  limites  0  et 
p,     2R  cos  6  donne 


on  a  ensuite  à  effectuer  une  deuxième  intégration  par  rapport  à  6  entre 
les  limites  — et  ce  qui  donne 


Y  =  2  n  (2R*cos*6)</6, 

J  0 


3 

D'après  les  résultats  de  l'exercice  204,  ce  volume  est  égal  à  — ttR^. 

4 

4°  La  normale  en  un  point  du  paraboloïde  a  pour  équations 

X  —  x     Y  —  y     Z  —  z, 
—  x~'—y~    1  ' 
l'angle  qu'elle  fait  avec  Oz  a  pour  cosinus 
 1^   1 

l'aire  de  la  portion  de  surface  est  exprimée  par  l'intégrale  double 
jj V^l  -f-p-  ^cJ^d(),   étendue  au  champ  d'intégration,  c'est-à-dire  par 


T. 


La  dernière  intégration  ne  peut  se  faire  par  des  procédés  élémen- 
taires, mais  on  peut  la  ramener  à  des  intégrales  elliptiques  (n^  357) 
en  écrivant 

4R2 


(l  -h  4R2  cos2  0)^  =  (l-f-  4R-)'^(1  —    sin^  G)  2 ,  e 


2  


1  -l-4R^ 


Le  développement  en  série  indiqué  au  n*"  1S3  et  appliqué  au  cas 


ou  m  =  ~-  donne 


(\—e''  sin^  0)^  =  1  —  3  sin^  0  -4-  3r^  sin^  0  -h  3-^^  sin^  0 
\  2  2.4  2.4.6 


1.3.6» 

^.4.6.8 


3.         'n""    sin»  0  H-  .  •  .y 
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rintégration  terme  à  terme  entre  0   et  ^  introduit  les  intégrales 


/  ^  sin'"6c/6  déjà  calculées  dans  Texercice  204,  et  Ton  trouve 
./o 

finalement 

3)C1  .3.5.7 
(2.4.6.  8)2 


>6 

6)2" 

(1  .3)C1  .3.5.7)e'^  ,  J 


222.  —  On  multiplie  chaque  élément  infiniment  petit  d'une  aire 
plane  par  la  distance  d'an  de  ses  points  à  un  point  fixe  du  plan  de 
cette  aire,  et  Von  forme  la  limite  de  la  somme  de  ces  produits.  Evaluer 
cette  limite:  1°  dans  le  cas  d'un  cercle,  le  point  fixe  étant  sur  la  circon- 
férence; 2®  dans  le  cas  d'un  rectangle,  le  point  fixe  étant  un  sommet. 

Si  le  point  fixe  est  pris  comme  pôle,  on  a  à  former  la  limite  de  la 
somme   SpAA  ;    en  employant  des  coordonnées  polaires,  cette  limite 

est  égale  à  Tintégrale  double  JJ^^dcdH  étendue  au  champ  d'intégra- 
tion. 

Si  le  champ  est  un  cercle  de  rayon  R  passant  par  Torigine,  on 
peut  supposer  que  Taxe  polaire  est  dirigé  suivant  un  diamètre  ;  lorsque 

6  est  donné  entre  — et  H-ij'    p  varie  de  0  à  2Rcos6.  Il  suffit 

de  faire  varier  0  de  0  à  et  de  doubler  le  résultat,  de  sorte  que.  Tin- 
tégrale  a  pour  valeur 

>R  oos  9 


comme  on  a 

l'cosHc/e^  1^(1— sin2  6)cosOc/0=sin'  ^'"'^^ 


32 

on  trouve  comme  résultat  ^R^- 

Si  le  champ  est  un  rectangle  compris  entre  les  axes  de  coordonnée? 
et  les  droites    x  =  a,   y  =  b;  si  de  plus,  on  désigne  par   y.  l'aniilc 
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formé  avec  Oa:  par  la  diagonale  issue  du  point  0,  et  déterminé  par 
l'équation  6  =  a  tg  a,  on  décomposera  le  champ  d'intégration  en 
deux  parties  par  cette  diagonale.  Pour  la  première,  voisine  de  Ox^ 

6  varie  de  0  à  a  et  p  varie  de  0  à  j^-^  ;  la  portion  correspondante 
de  l'intégrale  est  égale  à 


cos^  0 


On  évalue  l'intégrale  indéfinie  entrant  au  second  membre  en 
effectuant  le  changement  de  variable  sin  6  =  «  qui  donne 

r  dh  _  r   du      1  >r  i  i  i__  \  n 

1  /,       l+H  1  1  \ 

et  Ton  obtient  comme  résultat 


sin  a  ^        ^  ^ 


sin  a      1  -f-  sin  a      1  —  sin  a 
Pour  la  deuxième  portion,  voisine  de  Oy,  il  suffit  de  changer  a 
en  h  et  a  en  ~  —  a;  la  somme  des  deux  intégrales  a  pour  valeur, 
tous  calculs  faits, 

—  log   h  — ■  log  ^ ^   +  ^  «0 y/a^  4- 


223.  —  Évaluer  au  moyen  des  coordonnées  polaires  R,  6,4^ 
une  intégrale  étendue  à  une  portion  de  sphère  de  rayon  R  ayant 
son  centre  à  l'origine.  On  évaluera  l'élément  d'aire  d(j  comme  le 
quadrilatère  a^yo  du  n°  373.  Application  à  l'intégrale  double  de 
cos"^  0  da  étendue  à  la  sphère  entière. 

Un  élément  d'aire  de  la  sphère  évaluée  en  fonction  de  0  et  ^ 
est  égal  (n^^  373)  à  R-  sin  0  c/0  d'\^  ;  si  Ton  suppose  doimée  une  fonction 
/"(O,  ^)  des  coordonnées  0  et       on  a  à  évaluer  l'intégrale  double 
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étendue  au  champ  d'intégration  ;  si  ce  champ  est  la  sphère  entière, 
0  vaiie  de  0  à  t:  et  «J/  de  0  à  27r. 

Supposons  que  Ton  ait  f  —  cos^  0,  on  peut  effectuer  d'abord  l'in- 
tégrale de  d'h  qui  est  égale  à  27r,  et  l'intégrale  double  est  égale  à 

2^R-Jjco%^  0  sin  6  dO  =         ttR^  cos^      =  y  ^f^"- 


224.  —  Évaluer  l'intégrale  triple  xijz  dx  dij  d: 


'tendue 


au  volume  situé  dans  le  trièdre  positif  des  plans  de  coordonnées  entre 
ces  plans  et  la  surface  de  l'ellipsoïde  dont  l'équation  est 

11' 

-^  +  ^^  +  ^-1=0. 

«2  f)^-  c.i 

Opérons  comme  dans  la  ^iei.:ière  application  faite  au  n°  3^74.  Si 
X  et  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  intérieur  à  l'ellipse  d'équation 
x^        XI  ~ 

—  H-  ^  1=0,  la  cote  d'un  élément  du  volume  situé  sur  une  paral- 


/         x^  1/^ 

lèle  à  Oz  passant  par  ce  point  varie  de  0  à  Zi=ci/i   — 

l'intégrale  du  produit  xyz^  prise  par  rapport  à  z  entre  ces  limites, 
est  égale  à 

fxyz^Vi  ^  ocyc^  {\  yL\ 
\-2-),       2    l.       a^  6-^/ 

On  doit  maintenant  évaluer  l'intégrale  double  de  cette  fonction 
dans  le  champ  d'intégration  constitué  par  le  quart  de  l'eHipse  de 
demi-axes  a  et  h.  Si  x  est  donné  entre  0  et       ?/  varie  de  0  à 

yi  =  b  ^  1  —  ^ ;    l'intégrale  prise  par  rapport  à  y  entre  ces  limites 

a  pour  valeur 


r2 


On  doit  enfin  prendre  l'intégrale  de  cette  fonction  par  rapport  à  x 
entre  0  et  a,  ce  qui  donne 


2a'  -  6a Vo  48 
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225.  —  Intégrer  les  différentielles  totales 

^2_^y.'  ^'  -dx^2yzdy-^(2xz-+-y^)dz. 

X  u 
Les  fonctions  P  =  —  Q  =  — ^ — -  satisfont  à  la  con- 

X^  H-  î/2         ^        £C2  y2 

dition  d'intégrabilité  (n°  375)  ;  l'intégrale  indéfinie  a  pour  valeur 

xdx       ry    y  , 

Ja  x^-^y''^J,  a'  +  y^  y 

=  y  [log  (a:2  +         _  log  («2  4_  52)J  ^         y/^iT^^  _4_  C. 

20  Les  fonctions  p  ^ C^' —  .V') ,  q  =  TIlM^lzi^)  satisfont 
à  la  condition  d'intégrabilité  ;  l'intégrale  indéfinie  a  pour  valeur 


y     ^     \b     ^  /  xy 

3°  Les  fonctions  P  =  z^,  Q  =  2yz,  R  =  2xz^y-  satisfont  aux 
conditions  d'intégrabilité  (n°  377),  l'intégrale  indéfinie  est  égale  à 

J^^z'-dx-^  J'2yzdy-hJ\2az-hb'-)  dz 

—  (xz^  H-  y^z)  —  (ac^  -\-  ¥c)  =  (xz^  -h  y^z)  4-  C. 


226.  —  Etant  données  trois  fonctions  P,  Q,  R  de  trois  variables 
y,  z,  à  quelle  condition  doivent- elles  satisfaire  pour  que  Von  puisse 
trouver  un  facteur  intégrant   [jl,   c'est-à-dire  une  fonction  a  telle 
que  ij.(Pdx -h  Qdy -hRdz)  soit  différentielle  totale  ? 

Il  faut  que  le  facteur  [j.  satisfasse  aux  conditions  d'intégrabilité 
qui,  développées,  s'écrivent 

i^y  ày  ox  ox 


[x-^  4- Q       =  a  — - -f- R 
'Os  Oz         Oy  Oy 

^    dx  ^X  ÔS  ÔjÇ 


CALCUL  INTÉGRAL 


251 


En  multipliant  les  deux  membres  de  ces  équations  respectivement 
par  R,  P  et  Oi  puis  en  ajoutant  et  supprimant  la  solution  évidente 
(jL  =  0,  on  trouve  la  condition  nécessaire  suivante,  à  laquelle  doivent 
satisfaire  les  trois  fonctions  P,  Q  et  R  : 

nf-f)-»(f-f)*KÏ-v)=»- 


227.  —  Évaluer  le  travail  pour  un  déplacement  dans  un  champ 
de  forces  tel  que  la  force  s'exerçant  en  un  point  M  soit  dirigée  vers 
un  centre  fixe  0,  et  soit  une  fonction  f(r)  de  la  distance  r  du  point 
M  à  ce  centre.  Cas  de  l'attraction  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance. 

Les  forces  du  champ  dérivent  d'un  potentiel,  car  si  Ton  prend  le 
centre  lixe  0  comme  origine,  les  composantes  de  la  force  sont 

X  =  /(r)^,   Y  =  /(r)-^,    Z  =  A(r)^, 

et  elles  sont  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  des  forces 

Le  travail  de  la  force  pour  un  déplacement  entre  deux  points  Mo 
et  Ml  dont  les  distances  au  point  0  sont  Tq  et  rj  a  pour  valeur 

r''7(r)c?r  =  a>(r0-0(ro). 

Dans  le  cas  de  l'attraction  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 

on  a    f(r)  =  ^»   <!)  =  —>   et  le  travail  est   kl-  — 

r  \ri  rQ 

228.  —  Évaluer  l'intégrale  curviligne    J^x^dy — y^dx  prise 

le  long  d'une  circonférence  ayant  pour  centre  l'origine,  dans  le  sens 
direct;  transformer  cette  intégrale  curviligne  en  intégrale  double. 

En  prenant  comme  paramètre  variable  l'angle  cp  d'un  rayon  avec 
un  rayon  origine  choisi  pour  axe  Ox,   on  a 

x  =  R  cos  cp,    2/  =  R  sin  cp,    dx  =  —  R  sin  cp  c/cp,    dy  ~  R  cos  <ù  d^, 
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et  l'intégrale  curviligne  est  égale  à 

R'^  (cos^  cp  +  sin'^  cp)  d'^  =  +  do  =  -|  uR*. 

En  transformant  l'intégrale  curviligne  en  intégrale  double,  d'après 
la  formule  de  Cauchy  (n^  387),  on  a 

J^x'dy —yhlx  =  jyj(x^^y^)dxdy=  JJ  dp^pdpdO) 

3 

=  271  /  3o'dp=~^n\ 


229.  —  Evaluer  Vintègrale  curviligne 

(y  —  z)dx-i-(z  —  x^dy-hÇx  —  y)dz 

prise  le  long  des  cotés  successifs  d'un  triangle  ABC  dont  les  sommets 
sont  sur  les  axes  de  coordonnées;  transformer  cette  intégrale  curvi- 
ligne en  intégrale  de  surface. 

Soient  a,  b,  c  les  trois  segments  OA,  OB,  OC  supposés  posi- 
tifs ;  les  trois  côtés  du  triangle  ABC  sont  les  intersections  dés  plans 
de  coordonnées  avec  le  plan  d'équation 


Le  long  de  BC,  on  a  a:  =  0,  y  =  —(c  —  z)  et  z  varie  de  0  à  c  ; 
la  portion  correspondante  de  l'intégrale  est  égale  à 


Les  autres  portions  se  calculent  de  la  nxême  manière,  de  sorte  que 
l'intégrale  complète  a  pour  valeur  —  hc  —  ca  —  ah. 

D'après  la  formule  de  Stokes  (n«  386),  on  peut  remplacer  l'inté- 
grale curviligne  par  l'intégrale  de  surface 

—  2dydz  —  2dzdx  —  2dxdy 
i^tenchM'  M  V'MV<*  <lii  Irinnjilc  ABC.  rlimt  la  face  positive  est  totirnée  du 
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côté  des  z  positifs  ;  cette  intégrale  est  égale  au  produit  de  —  2  par  la 
somme  des. aires  des  triangles  OBC,  OCB,  OAB,  et  a  pour  valeur 
—  (6c  4-  ca  +  al)). 


230.  —  Un  contour  fermé  est  parcouru  dans  un  sens  déterminé ^ 
en  considérant  chaque  élément  infiniment  petit  de  ce  contour  comme 
un  vecteur j  déterminer  le  moment  résultant  par  rapport  à  un  point 
de  l'espace  de  tous  les  vecteurs  ainsi  placés  sur  le  contour  ;  l'évaluer 
au  moyen  d' intégrales  curvilignes , puis  au  moyen  d'intégrales  doubles^ 
et  montrer  qu'il  est  indépendant  du  point  choisi. 

Soient  Xq,  y^,  zq  les  coordonnées  du  point  A  par  rapport  auquel 
on  prend  les  moments,  y,  z  celles  d'un  point  du  contour,  dx,  dy, 
dz  les  projections  d'un  arc  ds  pris  à  pai;tir  de  ce  point,  dans  le  sens 
choisi  comme  sens  positif;  en  considérant  ds  comme  un  vecteur,  les 
composantes  du  moment  de  ce  vecteur  par  rapport  à  A  sont 

iy  —  2/o)^^  —  (-  —  -o)^^;         (-  —  -o)f/j^  —  (x  —  Xo^dz, 
(x  —  Xo)dy—  Çy  —  î/o)  dx, 

et  les  composantes  du  moment  résultant  sont 

yo)dz  -  (z  —  z,)dy, 
Zo)dx  —  (x  —  Xo)dz, 
x,?)dy  —  (^y  —  y;)dx. 

On  peut  décomposer  chacune  de  ces  intégrales  en  deux  autres 
dont  Tune  est  indépendante  de  Xq,  y^,  Zq,  et  l'autre  renferme  ces  coor- 
données ;  ces  dernières  parties  sont  nulles,  car  les  intégrales  de  dx 
ou  de  dy  ou  de  dz  le  long  d'un  contour  fermé  sont  nulles;  les  valeurs 
de  L,M,N  sont  donc  indépendantes  du  point  A. 

La  formule  de  Stokes  appliquée  aux  intégrales  curvilignes  pré- 
cédentes donnerait 

L=  fj^2dijdz,         M  =  JJ^2dzdx,         N=  ff^2dxdy; 

ces  composantes  du  moment  résultant  sont  les  doubles  des  aires  des 
projections  sur  les  plans  de  coordonnées  des  calottes  limitées  par  le 
contour  donné. 
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231.  —  Intégrer  les  équations  obtenues  en  égalant  ^  à  l'une 
des  fonctions  suivantes: 

1«    ia—x)\       2"    (a  —  x)(b  —  x),       3«    (a  —  ic)^  (6  —  a?), 
4"    (a  —  xyÇb  —  xy; 

ces  équations  se  présentent  en  chimie  dans  l'étude  des  vitesses  des 
réactions. 

Dans  ces  équations  différentielles,  les  variables  se  séparent  et  l'on 
est  ramené  à  intégrer  une  fraction  rationnelle  par  la  méthode  de  décom- 
position en  fractions  simples  (n°^  336  et  337);  on  suppose  dans  ce  qui 
suit  que  x  est  inférieur  k  a  et  a.  b. 

dt  =  --^-~.        t  =  —  hC. 

{a  —  xy  a  —  X 

{ 

En  supposant  que  x  =  0  pour  ^  =  0,  nous  avons  G==  ?  et 

a 

^  _     \     _  ^  x_   ^  a^t 


20  dt= 


a  —  X     a      a(a  —  x^  1-4-  at 

^     \_    àx     ^     dx  1 
a  —  b\^     a  —  X     b  —  xy 


{a  —  x)(lj  —  x^ 
1     ,     a  —  X 

t^-  7  log-  +  C. 

a  —  b       b  —  X 

Si  a:  —  0  p(mr  /     0,  on  a  C  —  ^  7        ?  '  ^'1  on  (mi  liic, 

a  —  b  b 


3^     dt  = 
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dx 


(a  —  xj-  {b  —  x) 

dx  dx  dx 


{a  —  h)(a  —  xf     (a^byÇa  —  x)     (a  —  b)\b  —  x) 

—  1                   l'a  —  X  ^ 
logy  +  C. 


(a  —  b){a  —  x)     {a  —  by    ^b  —  x 

Si  a:  =  0  pour  ^  =  0,  on  trouve 

 1  1_,  _a 

^(^6)     (a  -  by       b  ' 

,„  dx  1  dx 

4«       dt  = 


(a  —  xy-{b  —  xy     {a  —  by(a  —  xy 
1  dx      ^       2         dx  2  dx 


{a  —  by  (b  —  xy  {a  —  bya  —  x  (a  —  by  (b  —  x)' 
1      /    1  1    \  2      .     g  — ^ 


Si  £c  =  0  pour  <  =  0,  on  trouve 


{a  —  by\a      b]     (a^by    °  6 

Dans  les  deux  derniers  cas,  ii  n'y  a  aucun  intérêt  à  exprimer  x 
en  fonction  de  t. 


232.  —  Intégrer  les  équations  différentielles  du  premier  ordre: 
1  °    (a;  —  hfy)dx  -t-  (6?/  —  x)dy  =  0, 

r/x      ^2/-^  .       5     •^-•^^/^      27  U-^  / 

1*^  L'équation  est  homogène  et  on  l'intègre  en  faisant  le  change- 
ment de  variable  y  —  tx^  dy  =  tdx-\-xdty  qui  donne  l'équation 

{x  —  k^tx) dx  4-  (6/07  —  x)  (tdx  H-  £cc//)  =  0 

ou,  en  séparant  les  variables, 

dx  (Qt—\)dt 
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^  t 

les  racines  du  dénominateur  de  la  fraction  ralionnelle  

br-  —    "f  i 

11                                           2  1 
étant  égales  à  —  et        cette  fraction  est  égale  à  —  ; 

t  —  -  l—r, 

on  a  donc  en  intégrant  2  o 

log  0.  +  2  log    -  y)  -  log    -  y)  =  G, 

C  étant  une  constante  arbitraire;  en  remplaçant  /  par        on  obtient 

X 

la  solution  générale  exprimée  par  l'équation  rendue  entière 

Cette  équation  représente  une  famille  de  paraboles  ayant  ponr  dia- 
mètre la  droite  d'équation  2y  —  =  0  et  pour  tangente  à  TorigiLC 
la  droite  d'équation  3?/  —  x  =  0. 

2"^  L'équation  est  analogue  à  la  deuxième  de  l'exercice  précédent  ; 
les  variables  se  séparent  et  Ton  a 

{y  —  a)(b—y)     (h  —  a)\y  —  a     h  — y 
si  l'on  suppose  b^y^a,  l'intégrale  de  l'équation  est 

+  C  =  7  log  f  ,  f  =  e  «  ^  • 

6  —  a       0  —  y  fi  —  y 

Si  y  est  extérieur  à  l'intervalle  (a,  b),  il  faut  remplacer  d-ans 

l'intéi^rale  r          par  y  ^  ou  par   dans  tous  les  cas  par 

y-l\  ^-y  '-i-^ 

b  —  y 

3*^  L'équation  est  linéaire;  en  supprimant  le  second  membre  et 

séparant  les  variables  dans  l'équation  restante,  on  a  —  -I-t^- -  =  0, 

y      \  —  x- 

d'où 


I  /  — 

Va\  applicpiant  la  niéliiode  de  la  variation  des  constantes  (n"  307) 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  2f)7 

et  cherchant  la  valeur  de  C  pour  laquelle  la  fonction  y  pi'éc(  dt  iile 
satisfait  à  l'équation  complète,  on  trouve 

axdx                 ,         ^          a       ,  nr 
dC  =  d  ou        C=   h- G' 

et  l'intégrale  cherchée  est 

On  pouvait  simplifier  l'intégration  par  le  changement  y  —  a  ^-y\ 
4°  L'équation  est  linéaire,  la  solution  de  réqiiation  sans  second 
membre  est  y  —  Ce"^  ;  en  appliquant  la  méthode  de  variation  des  con- 

stantes,  on  a       =  e^^-'^>^. 
ax 

I 

Si  a  est  différent  de  6,  on  a  C  =   ^e^*»-")^ -j- C,   et  la  solu- 

fion  cherchée  est 

pbx 

y  =  h  Ce"''. 

0  —  a 

Si  a  est  égal  à  6,  on  a  C  =  a;  +  C  et  la  solution  cherchée  est 

y  =.  xe'^  +  C'e*^^. 

5°  L'équation  différentielle  est  une  équation  de  Clairaut  (n*'  398) 
et  son  intégrale  générale  est 

La  solution  singulière  est  l'enveloppe  des  droites  représentées  par 
l'équation  précédente  ;  en  écrivant  que  l'équation  en  C  a  une  racine 
double,  on  obtient  Téquatiori  de  cette  enveloppe,  y-  =  ;  elle  repré- 
sente une  courbe  ayant  à  l'origine  un  point  de  rebroussement,  et  appe- 
lée parabole  semi-cubique. 


233.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  à  l'origine  de 
la  tangente  en  un  point  soit  égale  à  m  fois  l'ordonnée  du  point  de 
contact. 

L'équation  de  la  tangente  en  un  point  (x,  y)  d'une  courbe  est 
Y-,  =  |(X-x); 
VoGT.  —  Solut.  17 
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l'ordonnée  à  l'origine,  obtenue  en  remplaçant  X  par  0,  est  égale  à 
y  —  en  écrivant  qu'elle  est  égale  à  my,  on  obtient  l'équation 

différentielle 

dy 

Laissons  de  côté  le  cas  de  m  =  1  qui  donne  a;  =  0  ou  ?/  =  ; 
dans  le  cas  général^  en  séparant  les  variables,  on  a  l'intégrale 

-log2/  =  (i — m)  log  a; -h  log  C,       d'où       y  =  Ca:*~"'; 

les  courbes  obtenues  en  donnant  à  G  toutes  les  valeurs  possibles 
répondent  à  la  question. 


234.  —  Étant  donnée  une  famille  de  courbes  ou  de  surfaces 
dépendant  d'un  paramètre  variable,  on  appelle  trajectoire  orthogonale 
une  ligne  qui  coupe  orthogonalement  toutes  les  courbes  ou  toutes  les 
surfaces  de  cette  famille.  Si  l'on  a  une  famille  de  courbes  planes 
représentées  par  l'équation  f(Xyy,a)  =  0,  le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  à  la  trajectoire  orthogonale  en  un  point  doit  salis  faire 
à  la  condition 

dx  ^/ï' 

et  en  éliminant  a  entre  les  deux  équations,  on  a  l'équation  différen- 
tielle de  la  trajectoire  ;  en  intégrant  cette  dernière  équation,  on  a  une 
famille  de  trajectoires  dépendant  d'un  paramètre. 

Chercher  les  trajectoires  orthogonales  des  paraboles  y'^  —  2px  =  0 
où  p  varie  et  des  cercles  x^-hy^  —  2ax  =  0   où  a  varie. 

Nous  avons  déjà  établi  dans  l'exercice  141  la  condition  d'ortho- 

gonalité  de  deux  courbes  ;  les  coefficients  angulaires  —  ^  et  de 

la  tangente  à  une  courbe  de  la  famille  et  de  la  tangente  à  sa  trajectoire 
orthogonale  en  un  point  commun  (x,  y)  doivent  avoir  leur  produit 

égal  à  —  1  ;  on  en  conclut  que  l'on  doit  avoir  ^  = 

Pour  trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  paraboles  d'équa- 
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tion      —  2px  =  0,  on  élimine  p  entre  cette  équation  et  la  suivante: 

éi  =  fA  =  ^}L, 

dx     fi  p 
ce  qui  conduit  à  la  relation 

(IX 

Une  première  solution,  i/ =  0,  représente  l'axe  Oxy  les  autres 
solutions  sont  obtenues  en  intégrant  l  équation 

-\-2x  =  0        ou        ydy  H-  2xdx  =  0. 
On  voit  que  la  solution  générale  est  fournie  par  l'équation 
i  +  -'  =  C'        ou        g  +  |l_l=0. 

étant  une  constante  arbitraire  ;  toutes  les  courbes  représentées  par 
cette  équation  sont  des  ellipses  ayant  pour  axes  de  symétrie  les  axes 
de  coordonnées. 

2°  En  opérant  de  même  dans  le  cas  des  cercles  représentés  par 

l'équation  x^-\-y^  —  2ax  =  0,  on  doit  écrire  la  relation  ^  =  — ^ — 

dx     X  —  a 

et  éliminer  a  entre  les  deux  équations  précédentes,  ce  qui  donne 

dy   2xy 

dx     x^  —  y^ 

Cette  équation  différentielle  est  homogène  ;  en  posant  y  =  tx, 
dy  =  idx-\-xdt,  elle  devient 

tdx(\-hi^)  =  x{l  —  l^)dt, 

ou,  en  séparant  les^variables, 

dx  ^  (\^p)dt  ^dl_  2tdt 
X  ~  t  14-/2* 

La  solution  de  cette  équation  est 

log  x  =  log  <  —  log  (1  +  i'')     log  2G, 

d'où 

2C/   _  2Ca?y 
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En  écartant  la  solution  étrangère  x  =  Oy  on  obtient  la  famille 
de  cercles  d  équation 

0-2-1- 3/2_2C3/  =  0; 

tous  ces  cercles  sont  tangents  à  l'axe  des  x  à  Torigine. 

On  peut  encore  parvenir  à  ce  résultat  en  transformant  l'équation 
différentielle  en  coordonnées  polaires  d'après  les  équations  a;  =  p  cos  6, 
y  =  P  sin6,  ce  qui  donne 

dp  sin  6  -h  p  cos  6  c/6        2sin6  cos  6  , 

typcosô  —  p  sin  6  (/6     cos^  6  —  sin^  6  ' 

tous  calculs  faits,  on  parvient  à  l'équation 

I    •   A  A  dû     cos  6  do 

c/p  smô  =  pcos6a6,      ou  = — :  , 

^  ^  p  sinô 

dont  l'intégrale  est 

logp  =  log  sin6-f-log2G,       ou       p  =  2Csin6; 
on  trouve  ainsi  la  même  famille  de  cercles  que  précédemment. 


235.  —  Une  tour  verticale  pleine  a  la  forme  d'an  solide  de  révo- 
lution et  est  constituée  par  des  matériaux  homogènes  de  poids  spéci- 
fique p;  on  suppose  que  la  charge  sur  chaque  tranche  horizontale 
est  répartie  uniformément  sur  tous  les  éléments  de  cette  tranche,  et 
que  la  face  'supérieure  supporte  un  poids  P;  déterminer  la  méri- 
dienne de  la  surface  de  révolution  limitant  le  volume,  de  façon  que 
la  charge  sur  chaque  unité  de  surface  d'une  tranche  horizontale  soit 
la  même  pour  toutes  les  tranches. 

Soient  Tq  le  rayon  du  parallèle  supérieur  et  r  le  rayon  du  paral- 
lèle situé  à  une  distance  z  du  précédent.  Le  volume  compris  entre  les 
sections  dont  les  distances  au  sommet  sont  z  ei  z  -\--dz  a  pour  partie 
principale  nr^dz  et  le  poids  des  matériaux  dont  est  formé  ce  volume 
est  pur^dz  ;  le  poids  total  des  matériaux  depuis  la  partie  supérieure 

jusqu'à  la  tranche  considérée  est  Q  =     pizr^dz,  et  la  charge  totale 

sur  cette  tranche  est  P  +  Q.  En  écrivant  que  la  charge  par  unité  de 
surface  est  la  même  que  sur  la  face  supérieure,  on  a  l'équation 


£+Q==-L,      „„      n  ,      ......  Pr-^ 


l'z  pr'i 
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nous  ferons  disparaître  le  signe  d'intégration  en  difîérentiant  les  deux 
membres,  ce  qui  donne  Téquation 

p-KT^dz  =  5^ ,         oii  ^=^dz, 

dont  la  solution,  est  fournie  par  la  relation 

logr  =  logC  +  ^V 

La  constante  est  déterminée  par  la  condition  initiale  r  =  tq  pour 
z  =  0,  ce  qui  donne  G  =  Tq  et  la  solution  cherchée  est 

r  —  r^e  2p  ' 


236.  —  Intégrer  les  équations  différentielles: 


-  2x      =      +  2,  {elle  admet  la  solution      =  x^)  ; 

\-  y  —  cos  mx,  (cas  de  m  =  zb  1); 

=  G  cos  —  »  (A,  B,  G  sont  des  constantes); 

W  x^^-{~x^~iy  =  0: 
dx-         dx  ^ 

pour  intégrer  la  dernière^  on  cherchera  des  solutions  de  la  forme  y  —  ^r^ 

i°  En  intégrant  deux  fois  successivement  par  rapport  à  x^  on  a 

dy     ax'^     x^  ,  ^  ax^      x^  ^ 


'°  (1-4- 

^  ^  dx^ 

dx' 

^  dx' 

dx 

dt^ 

^^dt- 
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2^  L'équation  ne  renferme  pas  la  variable  x  et  on  Tintègre 
(n°  402)  en  posant 

du  j,  ,  d^y  dp 

L'équation  devient  ainsi 

P^  =  y((^  —  y^         ou        pdp  =  y(a  —  y)dy, 
dont  l'intégrale  est  donnée  par 

=  ,  r 

2       2  3 

On  est  ramené  à  intégrer  l'équation 
dont  l'intégrale  est  donnée  par  la  relation 

dy 


2/^H-2Q 


Lorsque  Ci  n'est  pas  nul,  l'intégrale  du  second  membre  ne  peut 
pas  être  déterminée  par  les  fonctions  élémentaires  et  elle  se  ramène 

aux  intégrales  elliptiques  ;  lorsque  Q  =  0,  ce  qui  exprime  que  p  ou  ^ 

dx 

est  nul  pour  2/  =  0,  on  peut  achever  l'intégration  par  le  changement 

de  variabl( 
l'intégrale 


2 

de  variable  a  —  ~^y  =  z^,    qui  donne   dy  =  —  Szdz,   et  conduit  à 


-  J  z^~, 


Si  a  est  positif  et  si  —  a  est  aussi  positif,  ce  qui  entraîne  y 
négatif,  l'intégrale  du  second  membre  est  égale  à 


log  -^-—y   =     log  — 
ra      z  +  ^Ja     s/a  J^_^y^^a 
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et  on  en  déduit,  tous  calculs  faits,  la  valeur  de  y 
—  6aeV^(*-*-Cî)  3  a 


y  = 


Si  a  est  encore  positif,  mais      —  a  négatif,  ce  qui  entraîne  y 

positif,  l'intégrale  du  second  membre  est  --p=log— — et  on  en 
déduit  cette  fois  z  +  y/a 


a 


] 


déduit 


Si  a  est  négatif,  égal  à  —  a',  ce  qui  entraîne  y  négatif,  l'inté- 
grale du  second  membre  est  égale  à         arc  tg         et  on  en 

ya'  ^a' 


|"i/a^(a^-f-C2)j 


3°  En  utilisant  de  même  l'inconnue  auxiliaire  p  =  ^,  on  forme 
l'équation 

2yp^  =  i-^p^         ^-^  =  ^% 
dy  ^  '         y  i-hp^ 

dont  l'intégrale  est  donnée  par  la  relation 

logi/  =  log(l  -h;,2)_^iogCi,       d'où       y  =  Ci(\  -hp^% 

C,  étant  une  constante  arbitraire  ;  on  en  déduit  l'équation  du  premier 
ordre 

Vrfa;/      C,       '  /y  . 

dont  l'intégrale  est 

a;— C2  =  ±2C,y/^—  1,      d'où       (a;  —  Ca)^  =  4Ci     —  Q), 

C2  étant  une  deuxième  constante  arbitraire  ;  la  solution  générale  repré- 
sente une  famille  de  paraboles  ayant  pour  directrice  l'axe  des  x. 
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4°  On  pourrait  employer  la  même  méthode,  mais  il  est  plus  simple 

îonsid( 
l'équation 


de  considérer   ^  —  y'    comme  une  fonction  de  x   satisfaisant  à 
dx 


dont  l'intégrale  est  donnée  par 


X  Xq 


X —  «0 


log (y'  4- V^l  4- y"),       y'-h\/\-rhy"  =  e 

CL 

Xq  étant  une  constante.  En  remarquant  que  l'on  a 
et  ajoutant  les  deux  équations,  on  trouve 
et  en  intégrant,  on  obtient  la  solution 

où  I/o  est  une  deuxième  constante  arbitraire  ;  cette  équation  représente 
une  famille  de  chaînettes  qui  se  déduisent  toutes  d'une  même  chaînette 

a(  —  ——\ 

y  =  —\e  a  -h  e   «y  par  une  translation  quelconque  dans  le  plan. 

5°  L'équation  est  linéaire  du  second  ordre  et  le  premier  membre 
a  ses  coefficients  constants  ;  l'équation  caractéristique  (n°  404)  est 

4r2  —  1:=0  et  a  pour  racines  ri  =  -^  et      =  —       l'intégrale  de 

X  ta 

l'équation  sans  second  membre  est   ly  =  Cie"^-f- *• 

Nous  chercherons  une  intégrale  particulière  i/o  de  l'équation 
totale  de  la  forme  y^^^  a-\-hx-{-cx'^  \  en  substituant  cette  valeur 
à  y  et  identifiant  les  deux  membres,  nous  trouvons  c  =  —  2,  6  =  0, 
a  =  —  17;  l'intégrale  générale  de  l'équation  est  alors 

y  =  Cie  ^  f-  Coe  '  ?  —  1 7  —  2a;^ 
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6°  L'équation  caractéristique  de  l'équation  sans  second  membre 
est      —  1=0  et  a  pour  racines 

l'intégrale  de  l'équation  sans  second  membre  est 

y  =  Cie»-he~^^C2  cos^ir-hCssin^a^y 

Nous  chercherons  une  solution  particulière  de  l'équation  avec 
second  membre  de  la  forme   yQ  =  he~';  après  substitution,  nous 

obtenons  h  =  —       l'intégrale  générale  est  alors 


î (c,  cos^x-h Cs  sin i^a;^  —  1  e— . 


y==Cie'=-f-c   2  /  CaCos^ar-f-Cs  sin^a? 

7°  En  utiHsant  la  solution  particulière  et  posant  y  =  -^z, 
on  est  ramené  à  l'équation  homogène 

dz 

qui  ne  renferme  pas  on  l'intègre  en  considérant  ~~z'  comme 
inconnue  et  écrivant 

\  dz'  -A  ' 

z'  dx     \-¥-x'^  ' 

n 

d'où  log2'-4-log(l  H-a;«)  =  logG,  ^» 

C  étant  une  constante. 

En  intégrant  encore  une  fois,  on  a  2  =  C  arc  tg  ar -h  C  et  l'inté- 
grale de  l'équation  donnée  est 

y  ==  a?^     C  arc  tg  ar  -h  C. 

8°  L'équation  différentielle  homogène  obtenue  en  supprimant  le 
second  membre  a  pour  équation  caractéristique  H-  2r'^  -h  1  =  0,  qui 
a  pour  racines  doubles  -h  i  et  — i.  La  solution  générale  est  (n°  406) 

(Cl  H-  Q^x)  cos  a?  -f-  (C3  -h  €43;)  sin  x. 

Si  m  n'est  pas  égal  à  -h  1  ou  — 1,  l'équation  complète  a  une 
solution  particulière  de  la  forme  y^^oL  cos  mx  ;  par  substitution,  on 
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i 

trouve  a  Cm''  —  2m  ^  -f-  1  )  =  i ,     a  =  - —  —  et  la  solution-eénérale 

est  ^  ^ 

V         +  C2x)cos  x-hCC^-h  C4a;)sin  x  -f  -  -^^^  - 

Si  m  =  di  1 ,  une  solution  particulière  de  l'équation  complète  est 
de  la  forme 

î^o  =(a  H-  ^a:;  -h  yx^)  cos  x  -h(a'  +  p'a:  H-  y'x^)  sin  a:  ; 
par  substitution  et  identification,   on  trouve    y  =  —  —  »     y'  =  0, 

o 

tandis  que  a,  a'  et  p'  restent  indéterminés  et  l'on  obtient  pour 
solution  générale 

y  =  (Cl  -h  C2X)  cos  a;  H-  (C3  +  Cr^x)  sin  x         cos  x, 

o 

9"  L'équation  sans  second  membre  a  pour  équation  caractéristique 
r2-f-Ar-|-B=:0. 

Si      —  4B  >  0,  les  racines  sont  réelles  et  ont  pour  valeurs 

—  A-hy/Â^"^^^  — A  — y/A^— 4B 

d'où  la  solution 


 —2  '  2 


Si   A^  —  4B  <  0,   les  racines  sont  imaginaires,  d'où  la  solution 


e    2     Cj  cos   ^  ^  +  ^2      ^  ^  <  • 

Enfin  si  A^  —  4B  =  0,  les  racines  sont  égales,  d'où  la  solution 

Une  solution  particulière  de  l'équation  complète  a  la  forme 

ÎTzl  «  .  27r 
y +  psm  — 


2T:t      «  .   27r  , 
fiCo  =  a  cos  -^ïT  +  P  sm  —  /  ; 


en  posant  pour  simplifier  ?^  =  m,   la  recherche  des  coefficients  est 

toujours  possible  à  moins  que  l'on  ait  A  =  0,  B  —  =  0.  Dans  le 
cas  général,  la  substitution  et  l'identification  donnent 

C(B_m'0  „  ACm 
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et  la  solution  particulière  qu'il  faut  ajouter  à  la  solution  de  Téquation 

sans  second  membre  pour  avoir  la  solution  générale  de  Téquation 
complète  est 


Xq  = 


4  ^ 

Dans  le  cas  particulier  où  A  =  0,  B  =  — j  l'équation  donnée 
prend  la  forme 

— -f-_a;  =  Ccos  — ; 
une  solution  particulière  est  de  la  forme 

(a  +  pOcos^'  +  («'  +  p'Osin^'; 

CT 

par  substitution  et  identification,  on  trouve  p  =  0,      =  — ,  tandis 

L\.Tl 

que  a  et  a'  restent  indéterminés  ;  la  solution  générale  de  l'équation 
complète  est  alors 

X  =  Cl  cos  —  H-  C2  sm  —  H-  — -  ^  sin  —  • 
l  1       4tt  1 

L'équation  précédente  est  celle  du  mouvement  amorti  d'un  mobile 
avec  une  force  excitatrice  périodique. 

1 0°  Pour  qu'une  fonction  y  =  x''  soit  solution  de  l'équation  donnée, 
il  faut  que  l'on  ait  identiquement 

cp(r)  =  r(r— l)-hr  — 4  =  0. 

Les  racines  de  cette  équation  caractéristique  étant  ri  =  -h  2  et 
r.2  =  —  2,  on  voit  que  la  solution  générale  de  l'équation  est 

y^CiX^-^C2X-\ 

Plus  généralement,  si  l'on  a  une  équation  de  la  forme 

on  cherche  une  solution  de  la  forme  y  =  x'';  r  doit  satisfaire  à  l'équa- 
tion caractéristique 

'K0  =  «or(r-1)-  •  .  (r  — /i-hl)-f-a,r(r— 1)  .  •  .(r— M-h2) 

-h  •  •  •  -t-a„_irH-a„  =  0. 
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Si  les  racines  sont  distinctes  et  ont  pour  valeurs  r^,  r2,  .  .  .  r„, 
la  solution  générale  est 

y  =  dx'''  +  C2.X''-  -h  •  •  •  H-  CnX''n  ; 

s'il  y  a  des  racines  égales,  par  exemple  si  Tj  =  rs  =  •  •  •  =  r^,  les  k 
termes  correspondants  dans  la  solution  précédente  doivent  être  remplacés 
par 

a;''^  [Cl  H-  C2  log  x-hCz  log^  a:  -h  •  •  •  -f-     log'^"*  x]. 


237.  —  Les  équations  du  mouvement  d'un  point  pesant  sont 

dt'~  '         dt^"  '        dt^~  ^' 

déterminer  la  solution  de  ces  équations  satisfaisant  aux  conditions 
suivantes:  la  position  initiale  du  mobile  est  l'oriqine,  de  plus,  la 
vitesse  initiale  est  égale  à  Vq  et  est  dirigée  dans  le  plan  des  xz  sui- 
vant utie  droite  faisant  avec  Ox  un  angle  donné  a. 

En  intégrant  une  première  fois,  on  a 

une  deuxième  intégration  donne 

a;  =  Gi^-4-G;,        y  =  C.J-+-a,        z  =  —  ^-hC,t-]-C',; 

les  six  constantes  sont  données  par  les  conditions  initiales  ;  pour  ^  =  0, 
les  valeurs  de  x,y,z  doivent  être  nulles,  d'où  Ci  =  G2  =  G3  =  0;  de 
plus  les  dérivées  par  rapport  au  temps  doivent  avoir  les  valeurs 

g)^  =  .„cosa,        (J\  =  ^-«Bina,  )^  =  0, 

on  en  déduit  Ci  =  vq  cos  a,   C2  =  vq  sin  a,  C3  =  0  et  la  solution  cher- 

Qt^ 

chée  est  x  =  VQlcosa,  jy  =     sin  a,  z  =  — 
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238.  —  Intégrer  Les  équations  simultanées 

dx  {  dx 

{—  =  a(x  —  y),  l  — -Hwî/=  — asin^ 

l^^  =  b(y — aj),  — coa;  =  acos^, 

dx  I  dx 

dz  \  dz 

1°  Nous  éliminerons  y  en  différentiant  la  première  équation,  ce 
qui  donne 

d'^x  _    I  dx  _dy\^ 

dt^~^\dt  dtr 

en  tirant  y       ^        équations  données,  on  obtient 

1  dx  dii  h  dx 

y=x  —y  ,=  r» 

^  a  dt  dt         a  dt 

et  on  en  déduit  l'équation  donnant  x  : 

d^x     ,  ..dx 

Si  a-hb  yézO,  la  solution  de  cette  équation  est 

a?  =  Cl  H-  Cae^'^  "  d  où       y  =  C,  —  -  Gse^"  - 

Cl 


Si  a -4- 6  =  0,  la  solution  est 

a;  =  C,  +  Ga^,        î/  =  G,  —  ^  -f-  Gs^. 


Ca 


a 

On  peut  trouver  a  priori  deux  intégrales  particulières  en  remar- 
quant que  l'on  a 

~  {bx  H-  ay)  =  0,       d'où       bx  -f-  ay  =  G' 
et      -^(.^  —  y)  =  i(i-^b)(x  —  y),     d'où    a?— ?/ =  GV<^^^^'. 
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2°  En  éliminant  y  et  ^  après  avoir  différentié  la  première 
équation,  nous  trouverons  le  système 

— -  -h  to^ac  =  —  a  ((o  -f- 1)  cos 
ai 

a  .    ,      {  dx 

y  —  sint  —' 

^         (0  bi  dt 

L'équation  donnant  x)  privée  de  second  membre,  a  pour  solution 
générale  Ci  cos     -h  C2  sin      (N°  399).   Si      —  1  ^  0,  une  solution 

particulière  est  Xq  =  ^  cos  t  et  la  solution  générale  du  système  est 

x  =  Ci  cos  tût  H-  C9  sin  oil  cos  t, 

O)  —  1 

y  =  Ci  sin  Oit  —  C2  cos  tut  ^— -  sin  t. 

M  —  1 

Si  tû=  —  1,  l'équation  en  x  n'a  pas  de  second  membre  et  la 
solution  générale  du  système  est 

a»  =t=  Cl  cos  t  -h  C2  sin  t^ 

y  =  (a  —  Cl)  sin  /  4-  C2  cos  t. 

Enfin  si  w  =  1 ,  il  faut  chercher  une  solution  particulière  de  l'équa- 
tion en  X  de  la  forme  a/ cos  <  +  sin  <  ;  par  substitution  et  identi- 
fication, on  trouve  a  =  0,  fi  =  —  a,  de  sorte  que  la  solution  du 
système  est 

x  =  Cl  cos  < -h  C2  sin  <  —  a^sin^, 

y  —  Cl  sin  t  —  C2  cos  t  H-  at  cos  ^ 
S*»  En  differentiant  la  première  éqyation,  on  a 
d'^x     dy  ,  dz  .  dx  d^x     dx     ^  ^ 

L'équation  caractéristique  —  r  —  2  =  0  a  pour  racines  2  et 
—  1,  de  sorte  que  l'on  a 

a;=:C,e2'-f-C.e-'; 
ij  est  ensuite  donné  par  l'équation 

dt 


+  (^-y)  =  -2/  +  3C.e", 
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dont  la  solution  est 

C3  étant  une  nouvelle  constante. 

Enfin  z  s'exprime  au  moyen  de  x  et  ?/  par 

z  =  ^  -  2/  =  C,e^^  -  (C2  +  C3)e-^ 

La  solution  trouvée  renferme  bien  trois  constantes  arbitraires  et 
elle  est  la  solution  générale.  On  peut  remarquer  qu'une  intégrale  du 
système  est  fournie  par  l'équation 

(a:  +  2/ -4- z)  =:  2     -h  î/ +  z), 

d'où  x-\-y  -\-  z  =  C'e^'  ;  on  peut  en  déduire  ensuite  y  et  z  en 
reprenant  chacune  des  équations  données;  elles  se  ramènent  alors  à  des 
équations  renfermant  chacune  une  seule  fonction  inconnue. 

4°  Pour  éliminer  y  et  z,  il  est  nécessaire  de  dériver  deux  fois 
la  première  équation,  et  d'utiliser  les  dérivées  des  deux  autres  ;  on  obtient 
ainsi  le  système  suivant  équivalent  au  premier  : 

d^x   ,  ^dx  dx  ,0  d^x 

L'équation  caractéristique  de  l'équation  en  x  est  r3-f-3r=:0, 
ses  racines  sont  =  0,  ra  =  i  y/S ,  rs  =  —  ^  V^3  ;  on  en  déduit  la 
solution  générale  de  l'équation  en  x*,  puis  celle  du  système,  sous  la 
forme  suivante,  renfermant  trois  constantes 

ic  =  Cl  -h  C2  cos  \/3  /  -h  C3  sin  ^ 

,==04-  ces  v/3  t  +  (=^viC,N)  sin  ^3  , 

,  =     +  (=^^^^1^^=)  cos  v/3  .  +  (l^i^ 

On  peut  encore  remarquer  que  l'on  obtient  des  intégrales  du  système 
par  les  combinaisons 

,     ,       ,    X     A  dx        dy  ^     dz  ^ 

d'où  x-hy^z==C',       X- y^ -h  z- =  C" , 
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On  voit  que  les  lignes  représentées  par  les  solutions  sont  des  cercles, 
intersections  de  sphères  ayant  pour  centre  Forigine  et  de  plans  perpen- 
diculaires à  la  droite  x  =  y  =  z. 

Les  équations  obtenues  sont  celles  du  mouvement  d'un  point  mobile 
tournant  autour  de  cette  droite  avec  une  vitesse  angulaire  constante 
égale  à  ^3* 


239.  —  Intégrer  les  équations  simultanées  suivantes,  qui  se 
présentent  en  électromagnétisme  : 

on  suppose  constants  et  positifs  les  coefficients  et  les  seconds  membres. 

Après  différentiation  de  la  première  équation  et  élimination  de  C2, 
on  trouve  le  système  équivalent 

(M^  -  UU)  ^  -  (R2L1  +  R1L2)  ^  -  =  -  R2E,, 

R2MC2  =  —  (M2  —  LiL.)  ^  -^  R1L2C1  -h  E2M  —  E1L2. 

Si  —  LiLo  —  0,  le  système  se  réduit  à  un  autre  plus  simple  et 
a  pour  solution 

où  a  est  une  constante  arbitraire,  et  où  l'on  pose 

K1K2  û      E,  .      E2  RiLoa 


RaLiH-RiLa  Ri  R2  *  R2M 

On  peut  encore  l'écrire  sous  la  forme 

li|  Kl  «2  IV2 

où   m  a  la  valeur  précédente  et  k  est  une  constante  arbitraire. 

Dans  le  cas  général  où       — .LiL2  7^0,   l'équation  didérentieUe 


ÉQUATIONS  DIFFÉREINTIELLES  273 

à  laquelle  satisfait  Ci,  privée  de  second  membre,  a  pour  équation 
caractéristique 

(M^  -  UUy^  —  (R2L1  -h  RiL2)r  —  R1R2  =  0. 

Ses  racines, 


r2)~  2(]VP  — L1L.2) 

sont  toujours  réelles,  et  la  solution  générale  de  l'équation  en  Ci,  ainsi 
que  la  valeur  de  C2  que  l'on  en  déduit  sont 

Kl 

-R,L,-+-R,U-v/H  ,  —  R^L.H-RiL^-f-y/H ,     ,  E, 

2rS  2RS  ^^'^RT* 

où  H  désigne  la  quantité  sous  le  radical  entrant  dans  les  valeurs  de 
Ti  et       et  où  Aj,  k2  désigne  t  deux  constantes  arbitraires. 

Pour  mettre  plus  de  symétrie  dans  la  forme  du  résultat,  nous  intro- 
duirons deux  nombres  positifs  Ai  et  A2,  définis  par  les  égalités 

Â?  =  i/H  4-  R1L2  —  R,Li,       A|  =  \/H  +  R2L1  —  R,L,, 
et  nous  poserons 

n  Al  .       A2  .  El 


V/2R,M  V/2R2M  Ri 

où  k[  et  k'^  sont  deux  constantes  ;  nous  en  déduirons 

C2  =  ^^Mk[e''^^  ^-^l^kie"^^  +  ^. 
V2R0M  V/2R2IVI 


2i0.  —  Intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles 
1**    ap  -h  bcf  =  c;       2°    py  -i-  qx  =  0;       3°    px-\-qy  = 

z 

40    pqr^\\       5°    p^-\-q^^  =  a^;       6°    p-\-q  =  mz; 

'r    ^-!î  =  a^^  +  2Ab|       et       ÏH-'^  +  „  =  0 
XiX'  ^t  O.r:-  ù/- 

(équations  des  télégraphistes). 
V'oGT.  —  Solut.  18 
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1°  La  méthode  du  n°  415  conduit  à  intégrer  le  système 
dx  di£  dz 


» 

c 


dont  deux  intéorrales  sont 


a       c  oc 

Les  lignes  caractéristiques  sont  des  droites  parallèles  à  la  direction 
(a,      c);  l'intégrale  générale  est  donnée  par  Téquation 

\a       c        0       c  / 

où  <I>  est  une  fonction  arbitraire;  elle  représente  un  cylindre  quelconque 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  précédente  (a^  c). 
2°  La  même  méthode  conduit  au  système 

dx  d^  dz 

y       X  0 

dont  deux  intégrales  sont  z  =  Ci  et  x-  —  ?/-  =  d.  Les  lignes  carac- 
téristiques sont  des  hyperboles  équilatères  tracées  dans  des  plans- paral- 
lèles au  plan  xOy  ;  l'intégrale  générale  est  donnée  par  l'équation 
z  =  9  (x-  —  y^),  où  cp  est  une  fonction  arbitraire. 

3°  En  opérant  de  même,  on  est  conduit  au  système 

dx  dy  zdz 

X       y       xy  ^ 

,         j          ,  .  ydx-hxdy 
ou  ydx  =  xdy  =  zdz  —  =2  

qui  fournit  deux  intégrales 

X=.G„       z''  —  xy  =  C^. 

X 

Les  lignes  caractéristiques  sont  des  courbes  du  second  ordre  situées 
dans  des  plans  passant  par  O2  ;  l'intégrale  générale  est  fournie  par 

l'équation  z^  —  xy  =  cp  9       ^^^^  fonction  arbitraire. 

4°  En  suivant  la  méthode  du  n"  416,  on  voit  que  l'on  a  une  ifité- 
gra  V'  complète  fournie  par  l'équation 

z  =  CiX  \  C.,y  I  Cj, 
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lorsque  les  trois  coefficients  satisfont  à  la  condition  C1C2  ==  1 . 
I/équation  renferme  encore  deux  paramètres  et  représente  un  plan 
variable.  Pour  avoir  l'intégrale  générale,  on  établira  entre  les  deux 
paramètres  une  relation  arbitraire  ;  l'enveloppe  du  plan  sera  alors  une 
certaine  surface  réglée  développable  ;  il  n'y  a  pas  d'intégrale  singulière. 

5°  De  la. même  manière,  l'intégrale  complète  sera  représentée  par 
l'équation 

z  =  Cix  -4-  C2Î/  -t-  C3 

avec  la  condition  Ci^ -f- C?^  =  a^. 

Tous  les  plans  représentés  par  cette  équation  forment  avec  l'axe 
Oz  un  angle  constant  dont  le  cosinus  est 

^  1^   J  

6°  En  posant  q  =  Cip^  où  Ci  est  une  constante  arbitraire,  on 
obtient  l'équation  p(i-\-Ci)  —  mz,  et  on  en  déduit 

dz  =  pdx  -h  qdy  =  —  (dx  H-  Cidy); 

cette  dernière  équation  a  ponr  intégrale 

^  =  r+C^     ~^  ^'^^  ~^ 
et  l'on  obtient  ainsi  une  intégrale  complète  de  l'équation  donnée 

Z  =        1  -«-  Cl 

7°  L'équation  dite  des  télégraphistes,  qui  détermine  soit  la  variation 
du  potentiel  V  soit  la  variation  de  l'intensité  I  dans  un  til  qui  transmet 
une  perturbation  électrique  est  de  la  forme 

^x^  m 

On  peut  en  déterminer  une  infinité  de  solutions  particulières,  de  la 
forme  ^  =  06"^  +  ?'  et  faire  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
ces  solntions  (n*'  418);  C|  est  une  constante  arbitraire;  a  et  ^  sont  des 
nombres  constants  assujettis  à  satisfaire  à  l'équation  caractéristique 
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Si  p  est  réel,  a  est  aussi  réel  ;  si  ^  est  imaginaire  de  la  forme  ^"i^  a  est 
imaginaire  de  la  forme  a'  -1-  a%  et  la  solution  considérée  peut  être 
écrite  sous  la  forme 

Ce«'^  cos  (<x"x  +  fi"0  -f-  Ce-'^  sin  (ol"x  -h  ^"t). 

On  peut  simplifier  l'équation  ;  en  multipliant  les  variables  x  et  t  par 
des  coefficients  convenablement  choisis,  on  la  ramène  à  la  forme 

l)x^  ~      ^   ~ài  ' 

Si  l'on  pose  ensuite  z  —  ue-^^  u  étant  une  fonction  inconnue  de  a: 
et     on  a 

et  la  fonction  u  satisfait  à  l'équation 

On  détermine  comme  précédemment  des  solutions  de  cette  équation 
de  la  forme  «  =  Ce«^  +  a  et  ^  étant  assujettis  à  satisfaire  à  Téquation 
caractéristique 

Si  a  est  réel,  p  est  aussi  réel,  et  Ton  peut  constituer  une  solution  par 
une  somme  de  termes  de  la  forme 


Si  p  est  imaginaire  de  la  forme  fJ'i^  ol  est  aussi  imaginaire  de  la  formn 
ly/l  -\-  fi"^  et  l'on  peut  constituer  une  solution  par  une  somme  de 
termes  de  la  forme 


G  cos  (v/l  -h  f'x  +  p'7)  •+-  C  sin  (v/'l  4-  pt  -f-  ^"t). 
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Ce  n'e.^t  pas  un  cours  que  l'auteur  a  voulu  écrire,  mais  un  résumé  raisonné  de  chacune  des 
trois  branches  fondamentales  des  mathématiques  pures,  qui  peut  servir  de  mémento  pour 
une  révision  de  cours,  et  dans  lequel  on  a  cherché  à  faire  ressortir  la  raison  d'être  des 
choses  les  rapports  de  dépendance  des  unes  à  l'égard  des  autres,  les  liens  qui  mettent  de 
l'unité  là  où  il  en  est  besoin,  les  côtés  par  lesquels  les  théories  des  nombres  et  de  l'étendue 
se  rapprochent  et  se  prêtent  un  mutuel  appui.  Et  tout  cela  avec  les  seules  démonstrations 
indispensables,  se  limitant  souvent  à  de  sommaires  indications,  à  des  vérités  simnlement 
énoncées.  ^ 


Problèmes  de  Géométrie  analytique,  à  deux  et  à  trois 

dimensions  (arec  les  solutions),  par  E.  MOSNAT,  professeur  au  collège 
Rollin.  —  3  vol.  22/14cm  : 

Tome  1,  à  l'usage  des  candidats  aux  écoles  Centrale,  Navale,  des  Ponts  et 
Chaussées,  des  Mines  de  Paris  et  de  Saint-Etienne.  4^  édition.  .     7  fr.  » 

Tome  H  (Géométrie  à  deux  dimensions),  à  l'usage  des  candidats  à  l'école  Poly- 
tech.,  à  l'école  Normale,  à  l'Agrégation.  2^  éd.,  très  augmentée.     7  fr.  » 

Tome  lU  {Géométrie  à  trois  dimensions),  à  l'usage  des  candidats  à  l'école 
Polytech.,  à  l'école  Normale,  à  l'Agrégation.  2«  éd.  augmentée.     7  fr.  » 


THÉORIE  DES  NOMBRES  IRRATIONNELS,  des  imites  et 

de  la  continuité,  par  Kene  P)A1RE,  professeur  à  l'Université  de  Dijon.  — 
Vol.  22/14<^i°,  2e  édition  1  fr.  50 

THÉORIE  DES  NOMBRES  ET  ALGÈBRE  SUPÉRIEURE 

{Introduction  à  Vétude  de  la),  d'après  des  conférences  faites  à  l'école 
Normale  supérieure  par  M.  Jules  TANNEPiY  et  rédigées  par  Emile 
BOREL  et  Jules  DRACH.  —  Un  fort  volume  25/16<=°^.    ...    10  fr.  » 


LEÇONS  SUR  LES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES, 

par  G.  PAPELIER,  professeur  au  lycée  d'Orléans,  avec  une  préface  de 
M.  P.  APPELL,  membre  de  l'Institut: 

Géométrie  plane.  —  Un  vol.  22/14^™,  2e  édition.  .  .  5  fr.  » 
Géométrie  dans  l'espace.  —  Un  vol.  22/14'^™.  ...     5  fr.  » 
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Approximations  dans  les  Mesures  physiques  et  dans 

les  calculs  numériques  qui  s'y  rattachent,  par  E.  GOLARDEAU.  —  Vol.  âS/li^"" 
avec  de  nombreuses  figures  et  une  planche  hors  texte  5  fr.  » 

Manipulations  élémentaires  de  physique,  par  a.  tur- 

PAIN.  —  Vol,  28/22<=^,  avec  figures  6  fr.  » 

Unités  électriques  et  unités  mécaniques  et  leurs  relations, 

par  G.  DE  LAPLANCHE.  —  3«  édition.  Vol.  18/i2c">  2  fr.  » 

Notions  de  Chimie  générale,  par  p.  revoy.  —  Voi.  lo/iS'^-. 

2  fr.  50 

Les  Formules  fondamentales  de  la  Chimie  orga- 
nique expliquées,  développées  et  disposées  en  tableaux,  par  D.  PEYRÈGNE.  — 


Brochure  SS/IQ^™  1  fr,  » 

Analyse  chimique  qualitative  des  sels  dissous,  par  J,  FRÉCAUT,  — 
Volume  19/13'^'",  2*  édition,  broché,  2  fr.  50  ;  cartonné   3  fr.  » 

Guide  des  Manipulations  chimiques  suivi  d'un  tableau  pour 

l'analyise  qualitative,  par  M,  JEANSON.  —  2  volumes  18/12="'  rognés.     3  fr.  » 

I.  —  Métalloïdes  1  fr.  25 

II.  —  Métaux  et  analfjse  qualilatirr  simple   2  fr.  » 


Leçons  sur  les  Alliages  métalliques,  par  J.  cavalier, 

recteur  de  l'Académie  de  Poitiers.  —  Vol.  25/16"'  avec  de  nombreuses  figures  et 
24  planches  photomicrographiques  hors  texte  12  fr.  » 


La  Grammaire  des  Électriciens  enseignée  aux  débutants  par 

expériences  et  mesures,  par  E.  GOSSART,  professeur  de  physique  expérimentale 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  —  Deux  volumes  22/14'''»  : 

I.  — iLe  Courant  continu.  —  Vol.  de  x-444  pages,  illustré  de  154  figures  avec 

2  planches  photomicrographiques  hors  texte  6  fr.  » 

H,  —  Le  Courant  alternatif.' —  Vol.  de  419  pages,  illustré  de  201  figures- 

6  fr.  » 

(Ce  dernier  volume  contient  le  résumé  d'un  cours  de  Télégraphie  sans  fil.) 


Cours  pratique  élémentaire  d'électricité  indus- 
trielle, par  E.  FESOUET,  ancien  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure, 
professeur  au  collège  et  à  l'école  des  mécaniciens  de  Dunkerque.  —  Vol.  25/16'^'", 
avec  41  problèmes  types  et  189  figures,  2*  édition   6  fr.  » 


Vingt  leçons  pratiques  sur  les  courants  alternatifs, 

par  E.  NICOLAS,  professeur  à  l'école  nationale  professionnelle  d'Armentières. 
—  Vol.  25/16'="',  avec  251  figures,  2»  édition  5  fr.  » 


Cours  de  cinématique   théorique    et  appliquée, 

à  l'usage  des  élèves  des  écoles  d'arts  et  métiers,  par  P.  BOURGUIGNON,  professeur 
à  l'école  nationale  d'arts  et  métiers  d'Angers.  —  2  vol.  25/lG<="'  avec  540  ligures: 

I.  Cinématique  théorique  5  fr.  » 

11.  Cinématique  appliquée   .    .    15  fr.  » 
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LES  ANAQLYPHES  GÉOMÉTRIQUES 

par  H.  VUIBERT,  2«  édition.  —  Broel).  23/16<=«  avec  figures  en  couleurs  et  le 

lorgnon  sélecteur  rouge  et  vert  1  fr.  50 

Dans  cette  bro  hure  on  expose,  avec  figures  à  l'appui,  la  remarquable  invention  de 
~   M.  H.  RICHARD  qui,  au  moyen  d'un  dessin  en  deux  couleurs  et  d'écrans  colorés,  montre 
avec  un  relief  saisissant  les  figures  de  l'espace  (géométrie,  géométrie  descriptive,  cristallo- 
graphie, physique,  etc.). 


Journal  de  Mathématiques  élémentaires 

par  H.  VUIBERT  (44^  année). 

Journal  âS/âS^",  avec  figures  et  épures  dans  le  texte,  paraissant  le  et  le  15  de 
chaque  mois,  du  i*'"  o'ctobre  au  15  juillet.  —  Abonnement  annuel,  remontant  au 
1er  octobre  :  France  et  Colonies,  6  fr.  ;  Étranger  7  fr.  » 


Récréations  arithmétiques,  par  e  fourrey.  -  voi. 

2'2/14«"'  avec  106  figures  dans  le  texte.  o<=  édition.  Broché,  3  fr.  50",  relié.     6  fr.  » 

Curiosités  géométriques,  par  E  fourrey  -voi.  22/14- 

avec  473  figures.  2«  édition.  Broché  5  fr.  ;  relié  7  fr.  50 


LECTURES  SCIENTIFIQUES 

Volumes  22/14'^'"  Collection  Rebière. 


LA  VIE  ET  LES  TRAVAUX  DES  SAVANTS  MODERNES, 

d'après  les  documents  académiques.  —  3"  édition,  revue  et  augmentée  par 
E.  GOURSAT,  professeur  à  la  Sorbonne.  —  Vol.  de  viii-444  pages,  orné  de 
40  portraits. 

PAGES  CHOISIES  DES  SAVANTS  MODERNES  extraites  de 

leurs  œuvres.  2«  édition.  —  Vol.  de  624  pages  orné  de  39  portraits. 

Chacun  de  ces  volumes,  broché,  titre  rouge  et  noir  5  fr.  » 

Relié  demi-chagrin,  coins,  tête  dorée..    .  7  fr.  50 

L'INDUSTRIE  DE  L'ACIER  EN  FRANCE 

SIMPLE  EXPOSÉ,  TECHNIQUE  ET  ÉCONOMIQUE 

PAR 

J.  TRIBOT-LASPIÈRE 

-  Ingénieur  civil  des  Mines. 
Un  vol.  25/16'='",  avec  54  dessins,  5  cartes,  6  graphiques,  W  magnifiques  planches 
photographiques  hors  texte  et  une  statistique  détaillée  de  la  production  minière 
et  sidérurgique  française,  comparée  à  celle  des  principaux  pays.   ,    .   10  fr.  » 

L'œuvre  de  l'Ingénieur  social 

par  W.  H.  ToLMAN,  directeur  de  V American  Muséum  of  Safety  Devices,  avec  une 
préface  de  M.  Garneg[e,  traduit  et  adapté  de  l'anglais  par  Pierre  Janelle,  avec 
une  préface  de  M.  Levasseur,  membre  de  l'Institut.  —  Un  vol.  2o/16c"'  illustré  de 
50  photographies    6  fr.  » 
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DICTIONNAIRES 

Chambers's  Etymological   Dictionary  ofthe 

English  language.  —  Autorisé  pour  le  Baccalauréat,  le  Brevet  supérieur  et  les 
autres  examens  et  concours  (Arrêté  ministériel  du  19  décembre  1917).  '—  Vol. 
19/13'='"  de  694  pages  à  deux  colonnes,  relié  toile  souple  5  fr.  50 

Chambers's  Twentieth  Century  Dictionary 

of  the  English  language  (autorisé  pour  le  Baccalawéat,  le  Brevet  supérieur  et  les 
divers  examens  et  concours).  —  Vol.  21/14*=™  de  1216  pages,  illustré,  cartonné  toile. 

11  fr.  » 


THE  WORKSHOP  and  ail  aboui  it,  à  l'usage  des  élèves  des 

écoles  d'arts  et  métiers  et  des  écoles  pratiques  et  professionnelles,  par  L.  MARIS- 
SIAUX.  —  Vol.  18/12'='",  cartonné  toile.  2-^  édition  1  fr.  75 

Lectures  et  Sujets  de  Conversation 

en  langues  étrangères 

(Volumes  181 1^'^'^,  cart.  toile.) 

"  Sprich  Deutsch  ",  von  G.  Stier  und  Lang. 
"  Speak  English  ",  hy  A. -A,  Libgaux-Wood  and  Lang. 
"  Hablad  Espaiïol  ",  por  S.  Dilhan  y  Lang. 
"  Parla  Itaiiano  ",  per  cura  di  G.  Padovani  e  Lang. 
Chaque  langue  comprend  trois  degrés  : 

!<='•  Degré,     1  fr.  25  ;      2^  Degré,     1  fr.  25  ;      3^  Degré,     1  fr.  50. 


THE  NEW  ENGLISH  GRAMMAR 

par  J.  R.  LUGNÉ-PHILIPON,  professeur  au  collège  Rollin.  —  Vol.  20/13^'»,  cart. 
toile,  3«  édition  2  fr,  25 


NEUE  DEUTSCHE  GRAMMATIK 

par  H.  MASSOUL,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  ancien  lecteur  à  l'Université 
de  Gœttingue.  —  Vol.  20/13'="',  cart.  toile..    .    .    .    .    .    .    .    .-.    .     2  fr.  25 


In   Italie.   Tra  gli  Italiani,  perG  padovani,  dottor  in  lettere 

deir  Università  di  Bologna.  —  Vol.  18/12'='»,  illustré,  cart.  toile..    .    .     3  fr.  w 

Cet  ouvrage  est  à  la  fois  un  livre  de  lectures  excellent  pour  l'élève  et  un  guide  précieux 
pour  le  voyageur  qui,  visitant  l'Italie,  désire  en  connaître  les  beautés  et  ambitionne  d'en 
apprendre  la  langue.  Sa  clarté,  la  pur^ïtè  de  sa  forme,  sa  h?ute  ti'nue  littéraire  en  font  un 
véritable  classique  qui  rendra  aux  élèves  du  2«  Cycle  de  très  grands  services.  L'intérêt, 
la  vari'''té  des  sujets  qui  y  sont  traités  permettent  de  le  considérer  aussi  comme  le  plus  atta- 
chant et  le  plus  môral  des  récits. 


Guide  du  Voyageur  dans  les 

Pays  de  Langue  Allemande 

par  MOUSSARD  et  SCIIUEHMACIIKU.  —  Vol.  i8/12'"'  de  22i  pages,  avec  2  cartes 
hors  texte,  br.  2  Ir.  50;  relié  toile  3  fr.  » 
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H.  VUIBERT  ('i^*  année.) 

ANNUAIRE  DE  LA  JEUNESSE 

Éducation  et  Instruction.  —  Écoles  spéciales. 

Uu  beau  vol.  IS/lâ»-"  de  1200  pages,  broché  5  fr.  « 

Relié  toile  rouge  7  fr.  » 

Cet  ouvrage  est  appelé  à  être  entre  les  mains  de  tous  les  jeunes  gens  désireux  de  s'in- 
struire et  de  tous  les  pères  de  famille  soucieux  de  l'éducation  et  de  l'avenir  de  leurs  enfants. 

La  première  partie  :  INSTRUCTION,  est  un  guide  comme  il  n'en  avait  jamais  été  publié, 
i; -pourra  servir  aux  pères  de  famille  à  diriger  ou  à  surveiller  les  études  de  leurs  enfants. 
En  même  temps  il  sera  consulté  par  les  personnes  qui  ont  besoin  d'avoir  sous  les  yeux  un 
tableau  rapide,  m  is  complet,  de  notre  outillage  scolaire. 

La  seconde  partie  :  ÉCOLES  SPÉCIALES,  se  distingue  tout  à  fait,  par  son  caractère  et  le 
champ  qu'elle  embrasse,  des  ouvrages  qui  ont  été  publiés  jusqu'à  présent  sur  les  grandes 
école >■  du  Gouvernement.  Les  petites  écoles  y  sont  passées  en  revue  aussi  bien  que  les 
grandes  et  le  point  de  vue  historique  est  laissé  de  côté  ;  au  contraire,  on  insiste  sur  les  moyens 
de  préparation  à  chaque  école  et  sur  la  nature  des  débouchés  qui  s'offrent  à  la  sortie. 


PROGRAMMES 

On  trouvera  dans  V Annuaire  de  la  Jeunesse  la  liste  et  les  prix  de  tous  les 
programmes  qui  sont  dans  le  commerce  et  qui  ont  trait  à  l'instruction,  aux  écoles 
spéciales  et  aux  carrières. 


Ouvrages  du  Lieutenant  de  Vaisseau  HÉBERT 

Directeur  du  Collège  d'Athlètes. 


GUIDE  PRATIQUE  D'EDUCATION   PHYSIQUE.   -  Magnifique 

volume  22/14'^'",  illustré  de  411  gravures,  2*  édition,  broché  8  fr.  » 

Relié  toile,  titre  or,  tête  dorée  10  fr.  50 

L'ÉDUCATION  PHYSIQUE  OU  L'ENTRAINEMENT  COMPLET 
PAR  LA  MÉTHODE  NATURELLE.  -  Volume  25/1  eo-,  illustré  de 
photographies  hors  texte,  3"  édition,  broché  3  fr.  50 

LE  CODE  DE  LA  FORCE.  -  Volume  18/12'^n',  2e  édition,  broché.  1  fr.  50 
Relié  toile,  titre  doré  2  fr.  50 

LA  CULTURE  VIRILE  ET  LES  DEVOIRS  PHYSIQUES  DE 
L'OFFICIER  COMBATTANT.  -  Volume  18/12-.  Broché..    .     2  fr.  50 

LEÇON-TYPE  D'ENTRAINEMENT  COMPLET  ET  UTILITAIRE. 

—  Volume  18/12'="',  illustré,  2«  édition.  Broché   1  fr.  75 

Cartonné  toile  2  fr.  75 

LEÇON-TYPE  DE  NATATION.  -  Volume  18/12-,  illustré. 

Broché  1  fr.  25 

Cartonné  toile  2  fr.  25 

GUIDE  ABRÉGÉ  DU  MONITEUR  CHARGÉ  DE  L'ENTRAI- 
NEMENT dans  les  écoles,  les  sociétés  de  sports  et  de  gymnastique,  et  en 
général  dans  les  groupements  de  toutes  sortes  d'enfants  ou  d'adultes.  —  Bro- 
chure 18/1 26"  0  fr.  60 
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LA  NAVIGATION  AÉRIENNE 

Par  J.  LEGORNU,  Ingénieur,  membre  de  la  Société  française  de  Navigation  aérienne. 
—  Vol.  31/21'='"  de  43o  pages,  illustré  de 393  gravures.  —  6«  édit.  Broch.  10  fr.  » 
Relié  toile,  fers  spéciaux  14  fr.  » 

(Ouvrage  couronné  par  l'Académie  française.) 


Dans  la  même  collection;  mêmes  prix,  même  format: 

LA  MARINE  DE  GUERRE,  par  A.  SAUVAIRE-JOURDAX,  capitaine  de 
frégate  de  réserve.  —  Préface  de  l'amiral  FOURNIER.  —  Illustrations  d'Albert 
SEBILLE,  peintre  du  départemînt  de  la  Marine.  —  Vol,  de  xii-376  pages,  orné  de 
275  gravures,  5  cartes  et  11  magnifiques  planches  hors  texte,  dont  2  en  couleurs 
(Ouvrage  couronné  par  la  Ligue  maritime  française.) 

LA  NAVIGATION  SOUS-MARINE,  par  G.-L.  PESGE,  ingénieur.  —  Vol. 
de  xii-408  pages,  illustré  de  356  gravures.  —  2*  édition. 

L'OCÉANOGRAPHIE,  par  le  RICHARD,  directeur  du  Musée  océanogra- 
phique de  Monaco.  —  Vol.  de  398  pages,  illustré  de  339  gravures.  (Ouvrage  cou- 
ronné par  l'Académie  des  Sciences.) 

L'INDO-CHINE  FRANÇAISE:  Souvenirs,  par  Paul  DOUMER.  -  Vol. 

de  xii-392  pages,  orrié  de  173  illustrations,  par  G.  FRAIPONT,  d'après  ses  croquis 
pris  sur  place,  complété  par  différentes  cartes.  —  2«  ^'dition.  (Ouvrage  couronné 
par  l'Académie  française  et  par  la  Société  de  Géographie.) 

LES  MICROBES,  par  le  D--  P.-G.  GHARPENTIEH,  chef  de  laboratoire  à  l'Ins- 
titut Pasteur.  —  Vol.  de  355  pages,  illustré  de  275  gravures  et  d'une  planche  hors 
texte  en  couleurs.  (Ouvrage  couronné  par  l'Académie  françai<ie.) 

LES  ENTRAILLES  DE  LA  TERRE,  par  E.  GAUSTIER.  -  Vol.  de  432 
pages,  illustré  de  3o4  gravures.  — 4«  édition.  (Ouvrage  couronné  par  l'Académie 
française.) 

L'OR,  par  H.  HAUSER,  professeur  à  l'Université  de  Dijon.  —  Vol.  de  380  pages, 
illustré  de  309  gravures.  — 2»  édition.  (Ouvrage  couronné  par  l'Académie  française 
et  la  Société  de  géographie  commerciale.) 


EN  AMÉRIQUE  LATINE,  par  Henki  TUROT.  —  Vol.  28/19c«>,  orné  de  14i 

photographies  ou  gravures.  Broché  8  fr,  » 

lelié  dos  et  coins  percaline,  tête  dorée.  .    .   11  fr.  50 

AU  JAPON  :  Choses  vues,  par  GLlVE-ffOLLAND. —Traduit de  l'anglais  par 
J.  R.  LUGNÉ-PllH.lPON.  —  Vol.  23/18'^'",  illusfcré  de  48  planches  photographiques, 
avec  bandeaux  et  culs-de-lampe  spécialement  gravés.  Broché  4  fr.  Relié  .dos  et 
coins  percaline,  tête  dorée  7  fr.  50 

EN  CHINE:  Choses  vues,  par  J.-R.  GHITTY.  —  Traduit  de  l'an^rhiis  par 
J.  R.  LUGNÉ-PHILIPON,  —  Vol.  25/18'-'»  illustré  de  48  planches  photographiques, 
avec  bandeaux  et  culs-de-Iampe  spécialement  gravés.  Broché  4  fr.  Relié  dos  et 
coins  percaline,  tête  dorée  7  fr.  50 

EN  EGYPTE:  Choses  vues,  par  E.-L.  BUTGllER.  —  Traduit  de  l'anglais 
parJ.  R.  LUGNÈ-PlllLIPON.  —  Vol.  2.)/18'-'"  illustré  de  47  planches  photogra- 
phiques, avec  bandeaux  et  culs-de-lampe  spécialcincnl  gravés.  Hrochi'  ^  ir.  » 
Relié  dos  et  coins  percaline,  tète  dorée  7  û  .  ZO 
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Précis  de  Mathématiques  spéciales 

par  G.  PAPELIER,  ancien  élève  de  l'École  normale  supérieure,  agrégé  des 
sciences  mathématiques,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée 
d'Orléans  : 

Algèbre,  Analyse  et  Trigonométrie.  —  Volume  22/14<=»,  avec  figures, 
7«  édition   7  fr.  50 

Géométrie  analytique  à  deux  et  à  trois  dimensions.  —  Volume  22/14««, 
avec  ligures,  5«  édition  10  l'r.  » 

Mécanique.  —  Vohime  avec  figures,  3«  édition.    .    .     5  fr.  » 

Géométrie  descriptive.  —  Volume  22/44*^°»,  avec  figures.    (Sous  presse.) 


Formulaires  de  Mathématiques  spéciales 

Formulaire  d'Algèbre,  de  Trigonométrie  et  de  Géométrie  analytique,  par 
G.  PAPELIER.  —  Volume  22/i2<=™,  avec  pages  blanches  pour  notes, 

3*  édition,  broché  2  fr.  » 

Cartonné  toile  souple  2  fr.  50 

Formulaire  de  Mécanique,  par  Th.  CARTjNNET,  professeur  au  collège 
Chaptal.  —  Volume  22/12^"»,  avec  pages  blanches  pour  notes.     1  fr.  25 


Exercices  de  Mathématiques  spéciales 

par  iMM.  P.  Aubert,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  eî  G.  Papelier.  — 
Vol.  22/i4<=°»  : 

Exercices  d'Algèbre,  Analyse  et  Trigonométrie.  —  2  vol.  avec 
figures,  chacun  6  fr.  » 

Exercices  de  Géométrie  analytique.      3  vol.  : 

l.  Géométrie  plane  ; 

II.  Géométrie  plane  (Suite)  ; 

III.  Géométrie  dans  l'espace.  Chaque  volume  6  fr.  » 

Exercices  de  Mécanique.  —  1  vol   6  fr  » 


Revue  de  Mathématiques  spéciales 

('50«  année) 

Revue  28/22«™,  avec  figures  et  épures  dans  le  texte',  paraissant  tous  les 
mois  et  publiée  par  MM.  E.  HUMlUilRT,  ancien  élève  de  l'École  normale, 
profossoiir  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis-lc-Grand,  et 
G.  PAPELIER,  ancien  élève  de  l'École  normale,  professeur  de  mathé- 
mati(]ues  spéciales  au  lycée  d'Orléans,  avec  la  collaboration  de  MM.  AU- 
RERT,  P.  LAMAIRE,  Ch.  RIVlfiRE,  II.  VUIRERT.  ~  Abonnement  annuel, 
remontant  au  1"  (>cti)bre  :  France  et  (4ol()nios,  15  fr.  ;  Etranger.    16  fr.  » 
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